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RESUME

L’actualisation (ou escompte) hyperbolique est la modélisation d’une incohérence
temporelle engendrée par les préférences hyperboliques. Il s’agit d’un biais pour
le présent ex ante qui est dii & une sous-estimation constante de la valeur de tous
les événements dans le long terme. Cette forme d’irrationnalité méne a du regret
ex post lorsque 'agent réalise son erreur de jugement. Ce mémoire a comme ob-
jectif d’étudier I’age optimal de retraite et la consommation d’un individu ayant
ces préférences, plus spécifiquement des préférences quasi-hyperboliques, en pré-
sence d'un systéme de retraite public. Il est également question des changements
de décisions a travers le temps. Depuis un modéle intertemporel a trois périodes,
I'individu économiquement irrationnel choisit son age de départ a la retraite pour
la 2¢ période et sa consommation pour chaque période. Les individus sont diffé-
renciés par leur productivité. Il est démontré qu’en 1¢7¢ période, 'individu & pré-
férences quasi-hyperboliques souhaite prendre sa retraite plus tard que s’il était
rationnel. En 2¢ période, son choix dépend du niveau d’irrationnalité, mais sera
divergeant de sa décision initiale. On observe un écart entre ces choix ez ante et
ex post qui convergera vers 0 lorsque l'individu devient plus rationnel. La présence
d’un systéme de retraite public permet de maximiser le bien-étre social dans une
société composée d’individus aux préférences hyperboliques, grace & un systéme
purement distributif et un taux de taxation qui augmente avec l'irrationnalité de
la population.

Mots-clés : Economie comportementale, irrationnalité, myopie, pension, préfé-
rences hyperboliques, retraite.



INTRODUCTION

La pertinence d’un systéme de retraite obligatoire est une question écono-
mique qui date et qui attise encore les discussions, en raison de la réponse qui
dépend partiellement de phénoménes psychologiques individuels difficiles & saisir
formellement, en plus des pressions exercées sur les finances publiques. Dés les
années 1970, Feldstein (1974) évoquait I'inutilité d’un systéme de retraite obliga-
toire, car ’épargne privée serait réduite du méme montant que la cotisation au
régime. Or, ce n’est pas ce qui se produit lorsqu’il y a cohabitation d’individus ra-
tionnels et d’individus avec des biais comportementaux, notamment la tendance
qu’ont certains individus a repousser a plus tard I’épargne pour augmenter la
consommation présente. Dans ce cas, 'ampleur du systéme de retraite public doit
augmenter en fonction de la proportion d’individus économiquement irrationnels
(Feldstein, 1985). Ce type de comportement refléte la préférence accrue pour le
présent et sous-estime I'importance de la consommation future. En conséquence,
ces individus arrivent a I’dge de la retraite avec trés peu d’épargne, ayant pré-
féré le plaisir instantané de la consommation, tel qu’avancé par Laibson (1997)
et Ainslie (1992). Plus récemment, selon Diamond et Koszegi (2003), les preéfé-
rences hyperboliques (hyperbolic discounting en anglais) des agents provoquent
un départ a la retraite qui n’est optimal que s’ils ont les moyens de la devancer
(c’est-a~dire une épargne suffisante). En introduisant une richesse initiale, les cher-
cheurs ont démontré que le niveau de sous-épargne pouvait étre compensé pour
permettre de devancer la retraite. Toutefois, cette conclusion a été nuancée par
Holmes (2009) qui considérait la richesse initiale comme négligeable. Selon lui, les

agents ne peuvent simplement pas devancer leur retraite, n’ayant pas accumulé



les ressources nécessaires au cours de leur vie active.

En somme, le théme des régimes de retraite demeure toujours d’actua-
lité. Au Québec, toute la gamme d’opinions sur le sujet est discutée sur la place
publique. A titre d’exemple, alors que I'Institut de Recherche et d’Informations
Socio-économiques (IRIS) suggére une réforme qui renforcerait le régime de pen-
sion publique, I'Institut Economique De Montréal (IEDM) prone 1’abolition de la
Régie des Rentes du Québec (RRQ) qui remplacerait notre systéme public de ré-
gime de retraite par un systéme privé, « misant sur les vertus de la responsabilité

individuelle ».!

Il est donc nécessaire d’aborder le probléeme avec quelques faits fondés.
Les gens prennent généralement leur retraite plus tot qu’anticipé, de maniére
volontaire, et une différence entre I’age de retraite planifiée et effective est observée.
En Grande-Bretagne, 59 % des gens prennent leur retraite avant 65 ans, alors que
seulement 25 % planifiaient le faire (DWP, 2005). Aux Etats-Unis, il s’agit de 59,28
% des gens qui devancent le moment de leur retraite de 1,13 année en moyenne

(Ozawa et Yeo, 2010).

Nous voulons comprendre comment la décision du départ a la retraite est
modifiée lorsqu’un systéme de retraite public est introduit, quand les individus
ont des biais comportementaux lors de leur prise de décision de consommation,
d’épargne et de départ a la retraite, plus précisément lorsque ceux-ci ont des
préférences hyperboliques & la Laibson (1997). Dans un modeéle simple de choix
intertemporel & plusieurs périodes (de t & T'), la deuxiéme période (t + k) et les
subséquentes sont pondérées par un facteur d’actualisation exponentielle 6% qui
décline a travers le temps a un taux constant. Entre deux périodes, celle qui est

la moins éloignée dans le temps sera toujours préférée. Avec cette actualisation

1. ITEDM, Communiqué de presse, 20 mai 2010.
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exponentielle, le taux marginal de substitution (7'M S = o)

) de la consom-
mation ¢ pour un individu ¢ & deux moments différents varie en fonction du temps

t qui sépare ces deux moments (équation 1).

N

—t

Ui = u(cy) + [5ku(cit+k)] (1)

1

T

Une théorie abondante met en lumiére le cas particulier de 'actualisa-
tion hyperbolique qui représente une situation d’incohérence temporelle, ou les
préférences changent dans le temps, ce qui n’est pas le cas de ’actualisation expo-
nentielle. Plus I’horizon temporel est proche (événement) actualisé dans le court
terme), plus la préférence pour le présent est forte. Au contraire, un choix entre
deux périodes considérées dans le long terme implique une faible préférence pour
celle qui se situe le moins loin dans le temps. L’actualisation devient plus faible
lorsque les périodes comparées se retrouvent dans le long terme. Cela est causé par
le facteur d’actualisation hyperbolique 8 qui pondére également toutes les périodes
futures, indifféremment de leur distance avec le présent. La conséquence de ce nou-
veau terme est que les préférences changent en fonction du moment ot les décisions
sont prises (T'MS = —Wij&k)) La raison pour laquelle les préférences sont
dites contradictoires est I'opposition entre les préférences de court terme et celles
de long terme, un conflit entre le plaisir immédiat et le bien-étre futur. L’équation

2 capture les propriétés générales des préférences hyperboliques en temps discret,

c’est la raison pour laquelle il s’agit d’une fonction quasi-hyperbolique.
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Diamond et Koszegi (2003) utilisent la fonction d’actualisation quasi-hyper-

bolique pour l'introduire dans un modéle intertemporel de départ a la retraite.



Apreés un certain niveau d’épargne accumulée, les individus préférent prendre leur
retraite plus tot qu’anticipé, reflétant une incohérence temporelle. Par définition,
un individu qui a des préférences hyperboliques ne lissera pas sa consommation
a cause de son probléme de maitrise de soi (self-control) face a 'épargne et ne
mettra pas suffisamment d’argent de c6té pour devancer son dge de retraite. En
fin de compte, la possibilité de devancer la retraite dépend de la richesse initiale
ou accumulée de l'individu si cela lui permet de subvenir & ses besoins grace a
largent qu’il avait de c6té. Holmes (2009) reprend une version simple du modéle
Diamond/Kdszegi et démontre que le niveau d’épargne nécessaire a devancer la
retraite est trop élevé par rapport au montant que ce type d’individu pourrait
épargner. Holmes (2009) propose de maintenir une richesse initiale & zéro ne per-
mettant pas a I’agent de prendre sa retraite avant d’étre éligible aux prestations.
L’épargne est tellement déficiente que ’avancement de 1’age de la retraite ne de-
vient jamais désirable et les choix initiaux restent cohérents. Parmi les recherches
supplémentaires, Holmes (2009) propose I'introduction d’un mécanisme contrai-
gnant les individus a I’épargne. C’est cette proposition qui sera retenue, sous la

forme d’un systéme de retraite public.

Le mémoire consistera en un modeéle de décision intertemporelle et portera
plus précisément sur le choix d’age de retraite optimal en présence d’incohérence
temporelle et d'un systéme de retraite public. Il s’agira de concevoir un modéle
avec préférences quasi-hyperboliques a la Diamond /Koszegi (2003) et d’y intro-
duire un systéme de retraite public. Le modéle du mémoire comporte trois pé-
riodes : une 1°¢ période de travail et 2 sous-périodes de travail et retraite, dont
la durée dépend du choix de I'individu. Le modéle de Diamond et Koszegi (2003)
est constitué de trois périodes d'une durée fixe : une 1°¢ période de travail, une
2¢ période de travail ou de retraite et une 3° période de retraite. L’individu n’a

pas une grande flexibilité pour son choix d’age de retraite puisque la décision est



dichotomique : la retraite est devancée en 2¢ période ou elle ne ’est pas. Ce que
le modéle de ce mémoire introduit est la gamme de possibilités entre ces deux
choix. Le systéme de retraite public sera inspiré de celui de Cremer et al. (2007).
Ce systéme comporte un élément distributif et un élément contributif. Dans notre
modeéle, la décision de départ a la retraite sera endogéne et cela implique le revenu
de retraite est en partie déterminé par ce choix. En choisissant 1’age de retraite,
I’agent influence le montant de ses prestations considérant qu’en devancant son
age de retraite, il réduit également sa période active pendant laquelle il gagne un
revenu. Cremer et al. (2007) utilisent ce systéme de retraite dans un modéle o
il n’est pas question de choix d’age de retraite et ou 'incohérence est la myopie

temporelle plutot que les préférences quasi-hyperboliques.

Ce mémoire aborde le théme de la retraite et le chapitre 1 est une mise
en contexte qui porte sur la retraite, les systémes de retraite et le role de I'Etat
par rapport a la retraite. Le chapitre 2 est une revue de littérature des modéles
économiques intertemporels qui portent sur les préférences hyperboliques et les
incohérences temporelles, en particulier dans un contexte de départ a la retraite.
Le chapitre 3 expose le modéle ainsi que les choix de l'individu & la 1¢7¢ période
puis les choix finaux en 2¢ période. Finalement, le chapitre 4 revient sur les ré-
sultats du modéle pour les analyser plus en profondeur et se termine sur des

recommandations pour la politique publique.



CHAPITRE I

LA RETRAITE ET LES REGIMES DE RETRAITE PUBLICS

1.1 Les régimes de retraite publics

La problématique économique est celle de la prise de décision dans un
contexte de ressources limitées, les plus évidentes étant le temps et l'argent. En la
transposant au théme du travail, les individus doivent décider de la maniére dont
ils allouent leur temps entre travail et loisir, ce qui ne se fait pas sans une va-
riation de la consommation, surtout lorsqu’il est question d’arréter complétement
de travailler, au moment de la retraite par exemple. L'impact de ce choix sur la
société est ce qui rend ces décisions individuelles si cruciales. Le cotit engendré par
un devancement de ’dge de la retraite avec un systéme par répartition entraine
également un préjudice sur les autres retraités et travailleurs, dans la mesure ot
un nombre substantiel de personnes prennent la méme décision de devancer leur
retraite. Une retraite devancée et une espérance de vie plus grande signifient une
plus longue période de retraite. Si les prestations sont financées par les cotisations
des travailleurs, celles-ci doivent étre augmentées pour financer les retraites plus
longues. Au Québec, le gouvernement a adopté un calendrier d’augmentation du
taux de cotisation au Régime de Rentes du Québec (RRQ) qui atteindra 10,8 %
en 2017 (une décision prise en 2012 alors que le taux était fixé & 9,9 % de 2003 a

2011). « Au-dela de 2017, si nécessaire, un mécanisme d’ajustement automatique



viendra combler tout écart entre le taux prescrit par la loi et le taux nécessaire

pour stabiliser le financement du Régime.» !

La nature d’un régime de retraite public est tout d’abord caractérisée par
son financement. Le premier systéme de retraite répandu est celui par répartition
(PAYGO ou Pay-As-You-Go), qui est alimenté par la population active cotisant
pour les prestations des retraités actuels tandis que leur retraite sera financée par
les travailleurs futurs. Ce systéme offre un rendement (1 + ¢;) = (1 + g141)(1 +
Si11), ¢ étant le taux de rendement nominal, g étant le taux de croissance de la
population et s étant le taux de croissance du salaire réel, ce qui cause une pression
financiére sur le systéme si la population retraitée croit plus rapidement que la
population active. Le deuxiéme systéme est celui par capitalisation (Fully Funded).
Les travailleurs épargnent pour leur retraite individuellement en investissant dans
des fonds de pension avec comme rendement (1 + ), r étant le taux d’intérét
réel des marchés de capitaux et donc plus sujet aux fluctuations économiques. 11
existe plusieurs systémes publics hybrides qui comportent des éléments des deux

systémes décrits précédemment. C’est le cas du RRQ au Québec.

Un régime de retraite public est également caractérisé par le lien entre
contributions et prestations, ce qui en fait un systéme plutét contributif ou plutot
distributif. La part contributive des prestations est celle financée par le travailleur
directement et la part distributive est celle qui provient des autres contributeurs au
systéme de retraite. Plus un systéme est contributif, plus les prestations recues par
le travailleur correspondent aux cotisations pergues sur son revenu. Les régimes
de retraite sont habituellement constitués d’une part contributive et d’une part

distributive.

1. Evaluation actuarielle du Régime de rentes du Québec au 31 décembre 2012 (2013). Bi-
bliotheque et archives nationales du québec. 169 p.



C’est ainsi qu’un probléme d’économie du travail s’intéressant & une déci-
sion économique fondamentale, celle de travailler ou non, se transpose a I’économie
publique. Comme pour la décision d’entrer sur le marché du travail, la décision de
départ a la retraite repose sur les cotisations et le salaire de réserve qui correspond

aux prestations de pensions de vieillesse dans le cas qui nous concerne.

1.2 Pressions démographiques sur les régimes de retraite publics

En 2005, ’Organisation de Coopération et de Développement Economique
(OCDE) publiait sa premiére édition du «Panorama des pensions». Quatre autres
éditions ont depuis été publiées, et a cela s’ajoute la premiére édition du ré-
cent «Pensions Outlook» en 2012. Cet intérét pour la retraite n’est pas propre
a 'OCDE. Bien que les économistes aient commencé a aborder ce théme a la
fin des années 1970, une attention particuliére y est portée depuis environ une
quinzaine d’années, autant dans les milieux académiques que politiques. Cette
attention n’est pas anodine. Le vieillissement démographique (combinaison de la
baisse du taux de natalité et de arrivée des Baby Boomers a I’age de la retraite)
est un probléme pour les systémes de retraite par répartition, car la viabilité de
ces systémes repose sur une croissance démographique soutenue. En plus d’étre
moins longtemps contributeurs du systéme, les travailleurs sont plus longtemps
bénéficiaires (Lefebvre, Merrigan et Michaud (2012)), ce qui nuit a la soutenabilité
de systémes de retraite par répartition ou les prestations sont financées par les
cotisations des travailleurs au méme moment. Ce probléme est accentué par des
changements démographiques notoires, nommément la diminution de la fécondité
et de la mortalité. Parmi les pays de ’OCDE, le taux de natalité est passé de 23

%0 & 12 %o annuellement entre 1960 et 2012.2 La conséquence du taux de natalité

2. Banque mondiale (2014). Taux de natalité total par 1 000 personnes. World DataBank,
Indicateurs du développement dans le monde (base de données).
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Figure 1.1 - Taux de natalité et espérance de vie des pays de 'OCDE (1960-2012). 3

en baisse est la réduction du nombre de jeunes arrivant sur le marché du travail.
A cela s’ajoute lespérance de vie toujours plus longue. Entre 1960 et 2012, I’es-
pérance de vie est passée de 67 ans a 80 ans dans les pays de 'OCDE (Figure
1.1).

L’effet combiné du devancement de la retraite et de l'espérance de vie
prolongée change complétement la donne pour les régimes de retraite. A titre
d’exemple, 'espérance de vie a I’'age de la retraite pour un homme en 2010 était
de 18,5 ans. Elle était de 13,4 ans en 1958. % Pour maintenir le niveau d’emploi, les
50-64 ans devront augmenter leur présence sur le marché du travail, ce qui ferait
augmenter 1’age moyen des travailleurs a 45 ans, alors qu’il est a environ 40 ans de
nos jours. De maniére plus concréte, ’Organisation des Nations Unies (ONU) a

déclaré qu’il faudrait repousser ’age de la retraite légal a 66,6 ans d’ici 2050 pour

3. Source : Banque mondiale (2014). Taux de natalité et espérance de vie a la naissance.
World DataBank, Indicateurs du développement dans le monde (base de données).

4. OCDE (2011). Tableau 1.3. p. 32.
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compenser les périodes de retraite plus longues en moyenne et ainsi maintenir
la viabilité des systémes de retraite, alors que les hommes actifs prennent leur

retraite en moyenne 3,1 ans plus tét présentement.

Au Canada, ’écart du nombre d’heures travaillées entre les travailleurs
jeunes et agés s’est creusé jusqu’en 2007. En 1976, un travailleur agé entre 25 et
44 ans travaillait en moyenne presque autant qu’'un travailleur 4gé entre 55 et 64
ans, respectivement 40,2 heures et 40,3 heures par semaine. En 2007, le nombre
d’heures de travail hebdomadaire moyen était 39 heures pour le jeune travailleur

et 37,6 heures pour le travailleur 4gé (Figure 1.2).

Sur un horizon plus large, le taux de participation des hommes agés de
55 ans a 64 ans est passé de 87 % a 61 % entre 1960 et 1993 (Gruber et Wise,
1999). En 2013, le taux de participation des travailleurs agés entre 55 et 64 ans
est remonté & 70 %.° Selon Gruber et Wise (1999), les individus devancent leur
retraite beaucoup plus souvent qu’ils ne la prennent a I’age légal et cela est souvent
attribuable a la structure du systéme de retraite public. En 1976, I’age moyen de la
retraite est 64,9 ans. En 2013, I'age de retraite moyen était de 63 ans. Un creux a
été atteint en 1998 quand ’age de retraite moyen est passé sous les 61 ans (Figure
1.3), un an avant les réformes du Régime des Pensions du Canada qui incluaient
un nouveau calcul des prestations et une hausse des contributions, éloignant ainsi

le systéme canadien d’un systéme de retraite par répartition.

Cette tendance qui s’inverse serait-elle synonyme d’une hausse de la parti-
cipation au marché du travail chez les 50-65 ans et du report de I’age de retraite ?
L’age moyen de la retraite n’est pas le meilleur indicateur des comportements de

retraite. Bien qu’il s’agisse d’une hausse de la population active chez cette tranche

5. Statistiques Canada (2013). Tableau 282-0002 : Enquéte sur la population active (EPA) es-
timations selon le sexe et le groupe d’age détaillé, annuel (personnes x 1 000) (années). CANSIM
(base de données).
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Figure 1.2 — Evolution de I’écart entre les heures travaillées hebdomadairement
par les canadiens de 25 & 44 ans et de 55 4 64 ans (1960-2013). 7

d’age, la participation au marché du travail n’en est pas pour autant plus forte.
Selon I'Institut Statistique du Québec (ISQ), ces données refléteraient plutét un
ajustement de l'offre de travail en faveur d’heures réduites en fin de carriére, ce
qui pourrait étre vu comme une semi-retraite (Rheault et Poirier, 2012). Le mo-
ment de la retraite serait repoussé « sans pour autant qu’il y ait d’effet positif
sur loffre totale de travail chez les travailleurs 4gés de 50 ans et plus. » & L’ISQ
s’est penché sur la question en convertissant le nombre d’années de travail aprées
50 ans en année de travail & temps plein, de maniére a trouver ’age de retraite
moyen des Canadiens si les deux seuls choix d’offre de travail sont le temps plein

ou la retraite. Le résultat confirme la théorie du réaménagement des heures de

7. Source : Statistique Canada (2014). Tableau 282-0016 : Enquéte sur la population active
(EPA), estimations selon les heures habituellement travaillées, ’emploi principal ou tous les
emplois, et le groupe d’age, annuel CANSIM (base de données).

8. Source : Statistiques Canada (2014). Tableau 282-0051 : Enquéte sur la population active
(EPA), estimations de I’age de la retraite selon la catégorie de travailleur et le sexe, annuel,
CANSIM (base de données).
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travail aprés 50 ans, mais n’explique pas totalement I'inversion de la tendance des
années 2000. Les politiques publiques ont eu un effet concret sur ’age de départ

& la retraite.

1.3 Les causes possibles des changements de comportement de

retraite

Il est raisonnable d’affirmer que le devancement de la retraite observée
depuis les années 1970 est fondamentalement un changement dans l'offre de tra-
vail chez les travailleurs de la tranche d’age de 50 a 64 ans. Cela s’explique tout
d’abord par un effet de richesse du ménage qui incite les individus a prendre leur
retraite plus tot car la retraite est un bien normal puisqu’il s’agit de loisir. L’arri-

vée massive des femmes sur le marché du travail a considérablement augmenté le

6. Carriére et Galarneau (2012). p. 13.
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revenu familial, en plus des revenus de vie qui ont augmenté en dollars constants,
le tout rendant accessible ’accumulation de richesse a une plus grande part de la
population. Dans le méme ordre d’idée, 'augmentation du taux de remplacement
du salaire (pourcentage du revenu maintenu lors du versement des prestations de
pension de vieillesse) représente une opportunité de devancer la retraite chez les
travailleurs. Ensuite, ’accessibilité au loisir est un incitatif a quitter le marché du
travail avant 65 ans. La baisse du cotit du loisir combinée a une hausse du revenu
en général a mené a la hausse la demande de loisir, impliquant une diminution de
I’élasticité du loisir, un fait empiriquement vérifié aux Etats-Unis (Costa (1998)).
Dans le cas des systémes de retraite publics, il faut également considérer le pro-
bleme des systémes a prestations déterminées, ol ceux-ci sont garantis au moment
de I'éligibilité, peu importe le nombre d’années de travail, a I’'opposé d’un systéeme
a contributions déterminées. Des pénalités a la retraite devancée existent, mais
elles semblent peu contraignantes a la vue du nombre de travailleurs qui ignorent
ces barriéres et quittent le travail avant 1’age légal. Finalement, d’un coté plus
sociologique, des changements de moeurs sociales font de la retraite devancée un
objectif de vie. Cela devient la norme et une attente logique aprés une vie de

travail. 9 10

Face a la possibilité de prendre sa retraite, un travailleur prend en compte
la compensation pour une année supplémentaire de travail (Gruber et Wise, 1999).
Pour effectuer ce calcul, il faut comparer son revenu de travail pour 'année de
travail additionnelle et le changement de la valeur présente actualisée des pres-
tations de retraite. Cette valeur actualisée correspond au revenu des prestations

de retraite au moment de faire le choix (RPR:). Si le travailleur repousse sa re-

9. Costa (1998). Pages 14 et 28.

10. Malgré tout, les pressions du coté de la demande de travail demeurent et le départ a la
retraite devancé n’est pas nécessairement volontaire. Bien que le cas des retraites involontaires
soit identifié dans la littérature, elles ne feront pas 'objet du modéle de ce mémoire.
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traite d’un an, il aura un revenu de prestations de retraite différent (RPR:+1). La
différence entre RPR«11 et RPR: indique le montant de prestation que I'individu
peut accumuler en travaillant un an de plus. Si travailler un an supplémentaire
augmente les prestations de maniére a ce que le ratio entre I’accumulation addi-
tionnelle du revenu de prestation et le salaire de I’année de travail supplémentaire
soit positif, alors il y a une subvention au travail. Or, c’est le contraire qui se
produit dans la majorité des cas (Gruber et Wise, 2010). Travailler une année de
plus engendre une perte de valeur présente des prestations de retraite, en plus de
taxes sociales a payer. La conséquence est une taxe implicite au travail qui agit
comme incitatif & devancer le départ a la retraite. La raison pour laquelle tant de
systémes de retraite créent des incitatifs & quitter la population active est incer-
taine. Ce type de politique est d’autant plus surprenant qu’il cause une pression
fiscale sur le systéme méme. Il est possible que le but recherché soit de générer
des opportunités d’emplois pour les jeunes travailleurs. Si cela est le cas, il n'y
a aucune preuve qu’inciter les travailleurs agés vers la retraite libére des emplois

pour les jeunes travailleurs (Gruber et Wise, 2010).

1.4 Roles et interventions de I'Etat

Les changements pour inverser la tendance commencent a étre appliqués
pour créer les incitatifs appropriés et maintenir la viabilité des systémes de re-
traite publics. Vingt des trente-quatre pays de ’OCDE ont adopté des mécanismes
d’ajustement automatique des pensions. C’est le cas de I’Allemagne, de la Finlande
et du Portugal ou les prestations sont automatiquement indexées sur ’espérance
de vie. Cela permet des changements de régime sans en payer le coiit politique
comme cela a été le cas lors des récentes réformes en France (2010) et dans une
moindre mesure au Canada (2012). Mais il faut savoir doser les incitatifs pour des

raisons d’équité et d’efficience avec pour but d’inciter les individus a maintenir



15

leur offre de travail au moins jusqu’a I’age légal de la retraite.

Dans un systéme de retraite par répartition, les pensions actuelles sont
payées par les futurs retraités. Il est équitable qu'une génération supporte le far-
deau lié a sa propre espérance de vie prolongée, ce qui en soit est quelque chose de
désirable. La question est & savoir si ce devrait étre tout le fardeau. Ce qui méne
a la réflexion sur l'arbitrage entre deux types de régimes : & contributions ou a
prestations déterminées ? Plus de certitude sur I'age de retraite ou sur les presta-
tions versus plus de certitude sur les cotisations payées en tant que travailleur ?
Plus de la moitié¢ des pays de 'TOCDE ont un régime de retraite obligatoire avec
un ajustement automatique des prestations a I’espérance de vie, dont font partie
les régimes a contributions déterminées (Panorama des Pensions (2011)). Toute-
fois, les gouvernements doivent étre prudents dans I'implantation de ce type de
régime puisque réduire les pensions pour compenser une espérance de vie plus
longue pénalise doublement les plus pauvres qui ont une espérance de vie plus
faible que les riches et se retrouveront a financer les quelques années de retraite
supplémentaires dont jouissent les riches (Panorama des Pensions (2011)). Dans
ce cas, pourquoi lier I'espérance de vie avec les pensions alors qu’elles pourraient
étre lices a ’age de retraite ? Si les travailleurs vivent en moyenne plus vieux, ils
prendront leur retraite plus tard. C’est le genre de mécanisme que recommande
I’OCDE pour maintenir a la fois 'efficacité des systémes publics et leur équité.
L’ajustement automatique du RRQ serait, s’il est implanté, la solution du Québec

a la viabilité de son systéeme a prestations déterminées.

1.5 Changements de décisions concernant 1’age de la retraite

Les individus prennent leur retraite avant 1’age 1égal défini par le systéeme de

retraite en place et cela survient plus tot que ce qu’ils avaient anticipé. Les statis-
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tiques présentées précédemment sont suffisamment éloquentes pour conclure que
la retraite est prise de plus en plus jeune, mais cela ne fait pas partie des plans ini-
tiaux selon des données britanniques indiquant que 25 % des Britanniques pensent
prendre leur retraite avant 65 ans, mais 59 % le font (Department of Work and
Pensions, 2005). En contrepartie, 65 % d’entre eux pensent prendre leur retraite
a 65 ans ou plus tard, mais 35 % le font, ' ce qui est une conclusion a laquelle
arrive également le Insured Retirement Institute (IRI) aux Etats-Unis. En 2012,
51 % des Ameéricains sondés avaient devancé leur retraite par rapport ce qui était
planifié (Insured Retirement Institute, 2012). La littérature explique ce fait par
des arguments de retraite volontaire et involontaire. Selon le plus récent rapport
(Retirement Confidence Survey) du Employee Benefit Research Institute (EBRI),
I’age a laquelle les travailleurs anticipent de prendre leur retraite augmente, mais
la différence entre 1’age de retraite planifiée et la retraite effective indique toujours
un devancement de la retraite qui est d’environ trois ans en ce moment (EBRI,
2013). En 2013, 47 % des retraités aux Etats-Unis ont quitté la vie active plus
tot que ce qu’ils avaient planifié, alors que 43 % l'ont fait tel qu’anticipé et 6
% ont repoussé leur retraite (EBRI, 2013). Parmi les facteurs influengant cette
décision, on retrouve le revenu. Devancer sa retraite est positivement corrélé avec
une richesse élevée (Munnell et al., 2004). Un régime d’assurance santé augmente
la probabilité de devancer ’age de retraite de 3,7 points de pourcentage. Un sys-
téme de retraite & prestations déterminées augmente la probabilité de devancer sa
retraite de 3,8 points de pourcentage. A I'inverse, un systéme de retraite qui offre
peu de couverture réduit la probabilité de devancer la retraite de 2,2 points de
pourcentage (Munnell et al., 2004). Ces résultats pour les travailleurs américains
sont transposables au Canada ou les incitations a la retraite sont semblables (Mil-

ligan, Gruber et Baker, 2001). Toutefois, les changements au Régime de Pensions

11. La somme n’est pas de 100 % parce qu’il y a 10 % de données non disponibles pour 1’age
de retraite planifié et 6 % de données non disponibles pour I’age de retraite effectif.



17

du Canada qui prenaient effet le 1¢" janvier 2011 réduisent les incitatifs a devancer
la retraite, en particulier pour les travailleurs qui auraient voulu quitter le marché

du travail avant 60 ans (Milligan et al., 2012).

Plusieurs ménages consomment moins aprés la retraite (Bernheim et al.
(2001)) et cela serait en partie attribuable a la sous-épargne pendant la vie active.
La littérature pointe une sous-estimation des besoins de retraite (Bernheim et
al. (2001), Banks et al. (1998), Hurd et Rohwedder (2005)). Environ 40 % de la
population vit avec moins qu’anticipé a la retraite alors que moins de 10 % de
la population aurait un revenu de retraite plus élevé qu’anticipé (Banks et al.,
1998). Selon Banks et al. (1998), un nombre croissant de preuves indique que cela
peut étre en grande partie attribué a la mauvaise planification au cours de la
période active des individus. La sous-épargne est un probléme de maitrise de soi
(self-control), repoussant I’épargne pour la retraite a plus tard. Cette décision de

consommation causera habituellement du regret ex post.



CHAPITRE II

REVUE DE LITTERATURE

2.1 Les préférences hyperboliques : définition

Dans un marché a ’équilibre, les individus échangent du capital a travers
les périodes a un certain prix, nommément le taux d’intérét, de maniere a ce
que celui-ci soit égal au taux marginal de substitution entre la consommation
présente et la consommation future. Le taux marginal de substitution est le ratio
des utilités marginales qui permet de maintenir un niveau d’utilité constant. Cette
idée découle du modeéle de consommation intertemporel de Fisher en 1930. La
théorie de Fisher repose sur le fait que les taux d’actualisation ne varient pas en
fonction du moment ot le taux marginal de substitution est calculé. Concrétement,
une semaine qui s’écoule entre deux événements doit engendrer le méme TMS, peu
importe quand se situe cette semaine dans le temps. Dés 1955, I’économiste Robert
Strotz publiait un article dans lequel il affirmait que certains individus n’agissaient
pas conformément a la théorie car deux événements futurs pouvaient avoir un TMS
moins élevé que deux évenements identiques dont le premier survient au moment
présent. Reprenant ’exemple de I'individu qui fait un choix entre deux événements
a distance d’une semaine, cela signifie que le TMS serait différent si les événements
survenaient aux moments A et B ou aux moments C et D. Pourtant, une semaine

sépare A et B et pareillement C et D. En terme de périodes, cela signifie que le
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choix qui concerne la période t+10 n’est pas le méme s’il est fait en t ou en t-+9.
Cette possibilité améne Strotz & poser la question suivante : « Un agent libre de
reconsidérer ses choix a des moments antérieurs se soumettra-t-il aux décisions
prises ou préférera-t-il y désobéir malgré le fait que ses attentes initiales (sur les
6fé t contraint étisent ? ». 1 Selon lui, les décisions fut
préférences et contraintes) se concrétisent ? ».* Selon lui, les décisions futures ne

sont pas conséquentes avec le plan considéré comme optimal lors du choix initial.

Un agent conscient de cet état peut s'imposer des mécanismes le contrai-
gnant a s’en tenir a sa décision ou méme anticiper son changement de compor-
tement et s’y adapter. Autrement, les décisions changent & travers le temps, car
la pondération de différents événements ne dépend pas de sa distance au présent,
mais plutot du moment auquel ’événement se produit. C’est ce que Strotz appelait
I'incohérence dynamique (ou intertemporelle), cette propension a ne pas respec-
ter ses propres plans. Il a d’ailleurs été celui qui a introduit le terme « myopie
» en science économique, faisant référence a un individu qui sous-estime 'impor-
tance du futur, résultant en des problémes de maitrise de soi (self-control). En
ophtalmologie, la myopie est un trouble de vision des objets éloignés. De maniére
analogue, la myopie temporelle est un trouble d’interprétation des événements du

long terme.

Lorsque les individus surévaluent les satisfactions les plus rapprochées, il
y a un échange entre le cotit futur et le plaisir immédiat. Les fameuses publicités
« ne payez rien avant... » sont un exemple d’échange de paiement futur contre
une consommation immeédiate. Ces comportements sont innés et les moeeurs plus
responsables sont I’aboutissement d’un apprentissage sur la valeur du futur. ? Ceci

est observable par les comportements sociaux des différentes classes économiques.

1. Strotz (1955). p. 165.

2. Selon les conclusions de Strotz (1955), « Myopia and Inconsistency in Dynamic Utility
Maximization », p. 177.
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Chez les plus démunis, une plus grande impulsivité est observée, telle que des

habitudes plus dépensiéres ; c’est la recherche de plaisirs instantanés qui prime. 3

Reprenant 1'idée de myopie temporelle, Thaler (1981) élabore une étude
empirique de maniére a évaluer les taux marginaux de substitution des individus
a travers le temps. Un des tests consistait a offrir un montant d’argent initial aux
participants et de leur demander quel montant additionnel devrait leur étre offert
pour qu’ils acceptent de collecter ce gain ultérieurement. Trois intervalles de temps
étaient définies (trois mois, un an et trois ans) et les participants devaient indiquer
le montant qu’ils définissaient juste pour compenser 'attente dans chaque cas. Ce
test était répété avec trois montants d’argent différents. La premiére conclusion a
été que le taux d’actualisation diminuait fortement, plus le montant initial était
important. Or, la théorie classique prédisait un taux d’actualisation constant pour
des périodes d’attente identique, indépendamment du montant initial. La seconde
conclusion majeure a été que le taux d’actualisation diminuait fortement plus la
période d’attente était longue, c’est-a-dire que le coiit marginal de I'attente décroit
avec le temps. Il semblerait y avoir une sous-estimation du cotit d’opportunité dans
le long terme, ce qui fait qu’un jour qui s’écoule entre aujourd’hui et demain n’a

pas la méme valeur qu'un jour qui s’écoulerait ’an prochain.

Dans les années 1990, un regain d’intérét survient pour les préférences tem-
porelles incohérentes. Loewenstein et Prelec (1992) réalisent un modéle théorique
d’utilité actualisée basée sur la myopie temporelle. Deux résultats majeurs sont a
retenir. Premiérement, une période d’attente entre deux événements semble plus
longue si elle se produit au présent plutot qu’a un moment postérieur. Cela dé-
note une impatience dans le court terme. Si les événements sont per¢us comme
étant dans le long terme, les individus sont beaucoup plus indulgents quant a la

chronologie des événements. Deuxiémement, 1'utilité marginale de la consomma-

3. Strotz (1955). p. 178
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tion ne dépend pas du niveau de consommation, mais plutét de la consommation
par rapport a des points d’ancrage, le statu quo étant le point de référence le
plus souvent retenu selon I'heuristique de jugement d’ancrage-ajustement (Kah-
neman et Tversky, 1974). Toutefois, ils n’expliquent pas les conflits temporels que

provoquent ces décisions.

Dans son livre-référence Picoeconomics, le psychologue George Ainslie (1992)
étudie les biais comportementaux et différencie deux courbes de préférences inter-
temporelles. La premiére fait référence a ce qui est décrit par la théorie classique.
L’actualisation entre deux périodes est toujours constante, ce qui signifie que le
TMS de la consommation & deux moments dépend seulement du temps écoulé
entre celles-ci (équation 1 de I'introduction). Ainsi, nous obtenons des courbes de
choix exponentielles ot plus un événement est distant, plus la compensation doit
étre grande (Figure 2.1). La deuxiéme fait référence aux biais comportementaux
soulevés par Strotz. L’actualisation dépend du temps écoulé entre deux périodes,
mais également de leur distance au présent (équation 2 de l'introduction). L’im-
portance d’un événement qui aurait lieu au présent est surévaluée tandis que les
éveénements comparés dans le long terme reflétent habituellement de meilleures
décisions, sans biais. Les objectifs de long terme ne sont pas reflétés par les com-
portements de court terme. La forme typique de cette courbe est hyperbolique;
une diminution brusque de 1'utilité procurée par I’événement, qui s’adoucit par la

suite en s’éloignant du présent.

Une troisieme courbe de préférences intertemporelles avait été identifiée par
Phelps et Pollak (1968) (Figure 2.1). Il s’agit des préférences quasi-hyperboliques,
qui sont une approximation de la fonction d’actualisation hyperbolique en temps
discret et qui reproduisent une courbe hyperbolique similaire. Bien que les préfé-
rences hyperboliques soient psychologiquement plus réalistes que les préférences

quasi-hyperboliques (Diamond et Koszegi (2003)), ces derniéres sont utilisées en



22

1,2

0,8

0,6

0,4

Valeur de la fonction d'actualisation

0,2

e Quasi-Hyperboliques - - - - Hyperboliques = Exponentielles

0 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 44 ag Années

Figure 2.1 - Fonctions d’actualisation ®

modélisation, car elles sont plus aisément manipulables que les préférences hyper-

boliques (équation 2.1).*

T )
Ulei(t)) = / Stu(c;(t))dt + 5/ Stulc(t))dt, (2.1)
0 T
ol la consommation ¢ procure a l'individu ¢ une utilité U au temps ¢. La consom-
mation est actualisée par le facteur d’actualisation exponentielle §* en fonction
de sa distance avec le présent. Dans le long terme (de T & o0), le facteur d’ac-
tualisation hyperbolique [ capture la sous-estimation de 1'utilité que procure la

consommation future.

Par la suite, plusieurs études empiriques ont été réalisées pour corrobo-
rer les résultats de Ainslie, telles que Read et van Leeuwen (1998) qui étudiaient

la procrastination lorsque vient le temps de prendre des décisions d’alimentation

5. Tiré de Laibson (1997). Représentation graphique de la fonction d’actualisation hyperbo-
lique selon différents facteurs d’actualisation (p. 450).

4. Les préférences quasi-hyperboliques maintiennent leur maniabilité analytique, c’est-a-dire
la possibilité de résoudre le probléme & 'aide d’un systéme informatique.
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saine ou Read, Loewenstein et Kalyanaraman (1999) qui étudiaient le gotat du
plaisir immédiat. Plus récemment, Laibson et al. (2007) testaient les préférences
chez des sujets assoiffés® pour expliquer le paradoxe causé par des préférences
hyperboliques. Lorsque les sujets avaient le choix entre un verre de jus mainte-
nant ou deux verres dans cinq minutes, 60 % choisissait le verre immédiatement.
Lorsque le choix était entre un verre de jus dans 20 minutes et deux verres de jus
dans 25 minutes, seulement 30 % choisissait la premiére option. On observe une
inversion des préférences en fonction du moment ot le cinq minutes d’intervalle se
situe dans le temps, ce qui signifie des TMS tres élevés dans le court terme, mais
qui diminuent rapidement ensuite. C’est une conclusion a laquelle Laibson était

déja arrivé auparavant :

« les préférences hyperboliques prédisposent a un conflit entre les préférences
d’aujourd’hui et celles qui seront conservées dans le long terme, signifiant
que les préférences sont dynamiquement incohérentes ».”

2.2 Modeéles théoriques d’incohérence temporelle et de retraite

Laibson (1997) fut le premier économiste & modéliser les préférences quasi-
hyperboliques dans un célebre article qui a servi de base pour de nombreuses
extensions sur le sujet de la retraite et des préférences hyperboliques. Il s’agis-
sait d’un modeéle d’épargne avec préférences quasi-hyperboliques, qui a été repris
pour y ajouter de nouvelles variables, rendant le modéle plus riche. Le modéle
de Laibson (1997) consiste en une fonction d’utilité U; composée d’une période
présente et d’un nombre indéterminé de périodes futures T' — t ou ¢ représente la

consommation :

6. Les sujets devaient cesser de boire trois heures avant 1’expérience.
7. Laibson (1996).
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T—t
Up = ulea) + 8 [5%(%%)] . (2.2)
k=1

La deuxiéme période et les périodes subséquentes sont pondérées par un
facteur d’actualisation exponentiel (un taux 6 avec § < 1) capturant les cofits
de l'attente selon la distance au présent. Il s’agit d’une fonction qui contient une
variable temporelle ¢ permettant de faire varier le taux selon ot se trouve la période
dans le temps de maniére constante. Les périodes futures comportent également
un deuxiéme élément, le facteur de myopie 3, qui capture le degré de préférence
pour le présent en actualisant uniformément les périodes futures, ce qui change la
fonction d’utilité & chaque période. Au temps ¢, 5 actualise les périodes t+1 et les
subséquentes. Au temps t+ 1, § actualise les périodes t + 2 et les subséquentes. Le
facteur 8 peut étre vu comme un taux d’actualisation quasi-hyperbolique si 0 < 3
< 1, alors que dans le modéle classique de rationalité 5 = 1. C’est la présence de
ce facteur qui différencie les individus aux préférences exponentielles de ceux aux
préférence quasi-hyperboliques. Lorsque les périodes sont plus prés du présent, le
paramétre 30% est plus élevé, mais décroit avec le temps. L’individu est impatient
dans le court terme et patient dans le long terme. Les TMS entre la période t+1 et
la période t+2 est différent de celui entre la période t et t+1 (TMSpy >TMS, ). ®
La différence pour un individu aux préférences exponentielles est ’absence de la
variable  dans la fonction d’actualisation, ce qui permet d’avoir un TMS constant

(voir Figure 2.1).

Les individus aux préférences hyperboliques avec un un probléme de mai-
trise de soi (self-control) et qui ignorent que leurs préférences sont hyperboliques
sont des individus dits naifs. Ils sont convaincus qu’ils agiront comme des individus

aux préférences exponentielles. Les individus dits sophistiqués sont conscients de

8. TMSO’l = Ul(Ct)/U/(Ct+1)
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leurs préférences hyperboliques et qui cherchent & s’imposer des contraintes pour
éviter de modifier leurs choix initiaux. C’est de cette maniére qu’il est possible d’in-
troduire des préférences hyperboliques dans une fonction d’utilité intertemporelle.
Les individus sophistiqués sont conscients de leur propension a la procrastination
et savent que leurs décisions risquent de ne pas étre cohérentes dans le temps.
Selon O’Donoghue et Rabin (1999), ils sont correctement pessimistes par rapport
a leur comportement futur, tandis que les individus naifs croyant agir de maniére
temporellement cohérente seront impatients, ce qui refléte une préférence pour le

présent. Les agents naifs seront étudiés dans notre modéle.

Chez les individus sophistiqués, il faut prendre en compte deux effets : un
biais pour le présent et la conscience qu’ils en ont. Sans corriger leurs choix, ils
pourront prendre des mesures afin de se contraindre & maintenir leurs choix ini-
tiaux et agir de maniére cohérente. O’Donoghue et Rabin (1999) argumentent que
les individus pourraient étre a la fois naifs et sophistiqués. Les formes d’engage-
ment telles que les cliniques de traitement de sevrage d’alcool, I'autoexclusion au
casino ou les comptes épargne sans retrait correspondent a des comportements
sophistiqués. Toutefois, ces comportements ne sont pas la norme et les indivi-
dus sous-estiment leur préférence pour le présent en repoussant leur sevrage ou
l'accumulation d’épargne. Laibson (1997) conclut que les innovations financiéres
affaiblissent les mécanismes qui rendent le revenu illiquide, ce qui réduit les possi-
bilités d’engagement face a I’épargne et nuit aux individus ayant des préférences

hyperboliques.

Le deuxiéme modéle majeur fut celui de Diamond et Koszegi (2003), repre-
nant le modeéle de Laibson (1997), qui ne traitait pas de la décision de départ a la
retraite. Chez Diamond et Koszegi (2003), il s’agit d’'un modéle a trois périodes
ou la premiére correspond a du travail, la deuxieme période laisse le choix entre

le travail ou la retraite devancée et la troisiéme est inévitablement la retraite. La
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fonction d’actualisation est identique & celle de Laibson. La décision de départ
a la retraite est endogéne et affecte le niveau d’épargne. L’individu posséde une
richesse initiale (Wy) dont il consomme une fraction A en deuxiéme période et le
reste en troisieme période, avec un rendement brut constant R. Il peut également
travailler en deuxiéme période et accroitre sa richesse d’'un montant additionnel
A correspondant & son revenu supplémentaire en travaillant plus. Evidemment,
ce montant permet d’augmenter sa consommation, mais se fait au cotit d’une
désutilité du travail. Il n’y a pas de systéme de retraite public dans ce modéle.
L’individu est responsable de son revenu de retraite a travers I’épargne privée,
donnant la possibilité de sous-épargner au point de ne plus pouvoir devancer sa

retraite, faute de moyens financiers.

Depuis le modéle de Diamond et Koszegi (2003), I'utilité actualisée avec

retraite ou travail en deuxiéme période est, si 'individu ne travaille pas :

Up = u(AWy) + Bou(R(1 — X\)Wy), (2.3)

et, 'l travaille :

U, = u(A(Wo + A)) + Bou(R(1 — \)(Wo + A)) —e, (2.4)

ou e est la désutilité du travail.

En 2003, 'article de Diamond et Koszegi était pour la décision de départ
a la retraite et 1’age de retraite optimal ce que l'article de Laibson a été pour
I’épargne avec préférences quasi-hyperboliques. Les auteurs arrivent a la conclu-
sion que pour certains niveaux d’épargne, les individus modifient leur choix et
devancent leur retraite par rapport a leur choix initial. Le méme individu qui,

a la premiére période, voulait travailler a la deuxiéme période modifie ses plans



27

le moment venu, ce qui correspond a de l'incohérence dynamique. Pourtant, ces
individus ne devraient pas étre en mesure d’épargner suffisamment pour se per-
mettre une retraite hative, si 'on se fie au modéle de Laibson (1997). Le point
crucial dans ce cas est qu’il existe certains niveaux de richesse initiale ou l'indi-
vidu aux préférences quasi-hyperboliques peut se permettre la retraite devancée,
bien qu’il sous-épargne. Méme si au départ 'individu préférait travailler, il pren-
dra sa retraite a la deuxiéme période, car il en aura les moyens financiers. Notons
qu’en I'absence de richesse initiale suffisamment grande, I'individu sera contraint a
prendre sa retraite plus tard. Il est donc possible, mais non garanti, qu'un individu

devance sa retraite.

Ce modéle a été commenté par Holmes (2009) qui affirmait, reprenant
l'article de Diamond et Koszegi (2003), qu'un individu ne prendra jamais une
décision temporellement incohérente. S’il a des préférences quasi-hyperboliques,
il n’aura pas les moyens de devancer sa retraite au moment venu. Holmes (2009)
prolonge le modéle en attribuant a 'individu une richesse initiale W, qui pourrait
étre générée a travers un legs ou en introduisant une période d’offre de travail
auparavant. Cela lui permet de conclure que peu importe la richesse initiale (W, =
0 ou Wy > 0), elle n’aura aucun impact sur les choix de I'individu, car une richesse
initiale entraine seulement une épargne plus faible. L’individu ne pourra jamais
épargner suffisamment pour avoir les moyens de devancer sa retraite, dii & son type

de préférences et qu'une décision de départ a la retraite incohérente est impossible.

Selon Holmes (2009), il existe néanmoins des extensions au modéle qui
pourraient introduire de I'incohérence temporelle dans la décision de départ a la
retraite, dont l'introduction d’un mécanisme contraignant 'individu a épargner
pour la retraite. Le mécanisme privilégié dans ce mémoire est un systéme de re-
traite public, inspiré de celui de Cremer et al. (2007). Contrairement & Diamond

et Koszegi (2003), le modéle de Cremer et al. (2007) n’a pas les trois périodes mi-
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nimum nécessaires pour la modélisation des préférences quasi-hyperboliques. Ils
utilisent plutdét un modéle de myopie temporelle & deux périodes, élaboré initia-
lement par Feldstein (1985). Il n’y a pas de préférence rationnelle pour le présent
(0 = 1V t) (la myopie demeure un cas de préférences temporelles incohérentes)
et la fonction d’actualisation consiste en une pondération [ entre 0 et 1 attri-
buée ex ante a la seconde période, représentant le futur. De plus, les auteurs ne
traitent pas de I’dge de retraite de maniére endogéne, la fonction d’utilité étant
constituée d’une période de travail et d’une période de retraite, toutes deux fixes.
Il n’est question que d’épargne et la décision sur 1’age de la retraite est exogéne a

la fonction d’utilité :

U; = u(c;) + Pu(d;) —v(ly), (2.5)

ol ¢ et d sont la consommation de 'individu i en 1°¢ et 2¢ période et [ est 1'offre
de travail, ce qui fait de v(l;) (croissant et convexe en [) la désutilité du travail.
Les préférences réelles ex post ne comportent plus de préférences pour le présent

et chaque période se voit attribuée une pondération égale :

Pour forcer la distribution de richesse entre les périodes, Cremer et al.
(2007) introduisent un systéme de retraite public. Ce systéme est intragénéra-
tionnel et peut étre distributif (beveridgien) ou contributif (bismarckien), dont le
niveau de redistribution intragénérationnel est déterminé dans le modéle par le

facteur bismarckien « et possible grace a la taxation 7. Leur fonction de presta-

9. Par la suite, les auteurs résolvent le probléme du gouvernement pour déterminer les niveaux
de taxation et de distribution optimaux (7*, a*), connaissant les préférences des individus.
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tions de retraite p s’écrit :

l l
p(w;) = Taw; + 7(1 — a)%. (2.7)

Les prestations sont constituées d’une partie contributive qui dépend du

salaire w; de 'agent i et une partie non-contributive (distributive) qui dépend

witwl
2

du salaire moyen de la population ( ). Dans le cas d’un systéme distributif,
les individus recoivent des prestations en fonction de ’espérance de revenu de la
population. Il s’agit d’'une moyenne entre le revenu de I'agent productif représen-
tatif () qui choisit un age de retraite (I) et du revenu de I’agent non-productif
représentatif (w) qui choisit un age de retraite (I).'° Dans notre modeéle, nous

supposerons également deux niveaux de productivité afin de le simplifier, ce qui

ne change pas les résultats.

La part contributive et distributive est déterminée par le facteur bismar-
ckien a. Lorsque a=0, la totalité des prestations sont les mémes pour tous les
individus en fonction du revenu moyen de la société. Lorsque a=1, l'individu
est I'unique contributeur a ses prestations. A l'origine, la modélisation d’un pro-
gramme d’assurance gouvernementale remonte a Diamond et Mirrlees (1978) qui
construisent un modeéle de décision de départ a la retraite avec une fonction d’as-

surance comportant une composante privée et une composante sociale.

Dans cette fonction de prestation, le financement est intragénérationnel.
Toutefois, les prestations ne sont pas uniquement définies par la redistribution
intragénérationnelle ; il y a également ’aspect intergénérationnel. La population
active participe au financement d’une partie des prestations de retraite actuelles

depuis leurs salaires, puis recevra une prestation financée de la méme maniére.

10. Hypothése : la population est constituée d’un nombre égal d’individus de chaque type.
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Si le taux de croissance de la population (et des salaires réels s ) est supérieur
au taux d’'intérét réel, c’est-a-dire que g > r, alors un systéme d’assurance par
répartition augmente le bien-étre de chaque individu dans une société par rapport

a un systéme par capitalisation (Aaron, 1966).

Casamatta et al. (2000) ont modélisé les prestations de retraite en considé-
rant les éléments intragénérationnels (facteur bismarckien «) et intergénération-
nels de la retraite. Soit L; la génération de travailleurs et L; ; la génération de
retraités dont l'offre de travail est normalisée a 1. Le nombre de travailleurs est
donné par la fonction L; = L;_1(1+ ¢g;), o g est le taux de croissance de la popu-
lation. Casamatta et al. (2000) obtiennent une fonction de prestation p au temps

t 4+ 1 sous un systéme par répartition :

pre1(wi) = (L4 ge1) T (aw; + (1 — )W), (2.8)

ou

Z w;. (2.9)

Comme précédemment, les prestations sont constituées d’une partie contri-
butive qui dépend du salaire w; de I'agent ¢ et une partie non-contributive qui dé-
pend du salaire moyen de la population (W). La fonction de prestation du modéle
de Cremer et al. (2007) est un cas particulier de la fonction présentée a 1’équation

(2.8), ot g =0.

2.3 Question de recherche

La contribution de Holmes (2009) montre que méme si les agents ont des
préférences quasi-hyperboliques, ils prendront leur décision de retraite selon ce

qu’ils avaient initialement anticipé. Depuis un modeéle d’équilibre de vote, Bassi
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(2008) propose que la majorité des départs a la retraite devancés soient volon-
taires et causés par leur biais pour le présent qui se modélise avec les préférences
quasi-hyperboliques, tandis que les individus aux préférences exponentielles s’en
tiendraient a leur plan initial. Les changements de choix d’age de retraite ne sont
pas uniquement causés par des facteurs exogénes, mais également par une question
de rationalité. Le but de ce mémoire est de savoir si cela demeure vrai en présence
d’un systéme de retraite public défini par ’équation (2.7) et quel peut étre son
apport. Si 'on souhaite modéliser des préférences quasi-hyperboliques, le modéle
de Laibson (1997) demeure le plus adéquat, a la maniére de Diamond et Koszegi
(2003), c’est-a-dire un modele a trois périodes dont la deuxiéme détermine si 'age
de la retraite est devancé ou non. Notre modeéle aura la particularité d’inclure en-
dogénement le choix d’age de départ a la retraite. Ainsi, il sera possible de savoir
si la présence (ou 'absence) d’un tel systéme permet & l'individu a préférences
quasi-hyperboliques de maintenir ses décisions initiales et, sinon, quel est I'im-
pact des préférences quasi-hyperboliques sur les choix de I'individu? L’approche
de ce mémoire est normative et le modeéle permettra également de déterminer les
paramétres optimaux choisis par 'Etat afin d’atteindre des objectifs utilitaristes
de politique publique. Cela le distingue du modéle de Bassi (2008), dont les pa-
ramétres sont choisis en fonction des préférences de I’électeur médian, ce qui ne

correspond pas nécessairement & 'optimum de bien-étre pour la société.



CHAPITRE III

MODELES THEORIQUES

Pour répondre a la question de recherche, nous développerons un modéle
théorique de choix intertemporel en ajoutant au modéle un systéme de pension
public distributif & la Cremer et al. (2007). Puisque ce modéle est en temps discret,
les préférences seront quasi-hyperboliques. Tous les individus ont le méme 5 et
deux types d’'individus peuvent étre distingués selon leur productivité : I'individu
au revenu sous la moyenne (w) et l'individu au revenu au-dessus de la moyenne
(w). La population du modéle est constituée d’'un nombre égal d’individus de
chaque type. En raison du trés grand nombre d’individus, ’agent ¢ ne tient pas
compte de 'impact qu’il a sur la partie distributive du systéme de pension public.
Le probléme sera résolu ex ante et ex post, afin de comparer les changements de

décision.

3.1 Modéle ex ante

Le modeéle comprend 2 périodes : une période de travail et une période de
décision quant au départ a la retraite (Figure 3.1). La 2¢ période est divisée en deux
sous-périodes : une sous-période de travail (1" sous-période) et une sous-période
de retraite (2¢ sous-période). La proportion de chacune des sous-périodes dépend

de la décision de départ a la retraite. A chaque période, I'individu consomme C;,
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ce qui lui procure une utilité positive. La 1" période est d’une durée déterminée,
mais la durée des sous-périodes dépend du choix de retraite de l'individu. Chez
Diamond et Koszegi (2003), I'individu fait un choix de retraite en temps discret et
la solution est simplement dichotomique ; soit il travaille en période 2, soit il prend
sa retraite. Dans notre modéle, il est possible d’allouer une fraction de temps Z;
au travail (17¢ sous-période) et une fraction de temps 1 — Z; a la retraite (2¢ sous-
période). Le choix de l'individu porte sur la valeur de Z; et par conséquent sur
I’age de la retraite. Aux fins de simplification de la notation, la 1" période, la 1"
sous-période et la 2¢ sous-période seront dénommeées ci-aprés période 1, période 2

et période 3, respectivement.

1 2
e e
~ " =~
1 l | 1
| ] |
0 1 2
zZ 1-2)

Figure 3.1 — Chronologie du modéle & deux périodes

La fonction d’utilité de ’agent ¢ prend alors la forme suivante :

2
ou v(Z;), ayant pour forme 72, est la fonction de désutilité du travail en période

2 et O1,Cy et C3 sont les niveaux de consommation de chaque période. ' Dans

cette fonction d’utilité, il n’y a pas de préférence temporelle. Il est possible d’in-

1. La durée de la période 2 et celle de la période 3 ne sont pas nécessairement égales, mais
Cy = (' signifie néanmoins un lissage de la consommation. Chaque C5 et C3 ne correspondent
pas a la consommation totale de leurs périodes respectives, mais & une unité de temps. Cs
représenterait la consommation d’une année typique de la période 2. Dans ce cas-ci Cy = Cj,
donc l'individu consomme la méme quantité chaque année, lorsqu’il travaille ou qu’il est a la
retraite (peu importe la durée de ces périodes).



34

troduire un biais comportemental en faveur du présent par I’ajout d’un paramétre
de préférences quasi-hyperboliques sur les périodes futures. Soit 8 un facteur de
myopie temporelle qui capture les préférences quasi-hyperboliques, ot 0 < 5 < 1.
Si 8 < 1, 'individu sous-estime l'importance des périodes futures, tandis que si
B = 1, il n'y a pas de biais comportemental. Pour les quasi-hyperboliques, la

fonction d’utilité prend en période 1 alors la forme suivante :

Les individus sans biais comportementaux (rationnels) et quasi-hyperboliques
ont les mémes préférences intertemporelles ex post, mais le biais pour le présent
des individus irrationnels engendre des décisions ex ante qui ne correspondent
pas aux préférences maximisant I'utilité dans le cas ou 5 = 1. Cette incohérence
temporelle suscite du regret chez les individus quasi-hyperboliques, ce qui les dis-
tingue des individus sans biais comportementaux. Toutefois, il ne s’agit pas que
d’une préférence temporelle pour le présent, puisque l'individu n’est pas conscient
de son état quasi-hyperbolique lorsqu’il annonce ses choix en période 1. Il sous-

estime l'importance de toutes les périodes futures plus qu’il ne préfére le présent.

Pour maintenir la simplicité du modele, il n’y pas de contrainte de crédit qui
limite le transfert de revenu d’une période a ’autre, d’autant plus qu’il n’est jamais
rationnel de devancer ’age de retraite sans richesse pour financer sa consommation
de retraite (Holmes, 2008). Tout ce qui importe est la valeur présente des revenus.
La consommation pendant les trois périodes doit donc étre égale au revenu total
actualisé, c’est-a-dire le salaire w; non prélevé par les taxes pendant la période de

travail et les prestations de pensions de vieillesse p(w;) pendant la retraite. On se
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retrouve avec une contrainte budgétaire qui a la forme suivante :

Maintenant qu’un biais comportemental a été introduit, il est possible d’in-
troduire un systéme de retraite public semblable & celui de Cremer et al. (2007).
La fonction de prestation est constituée d’une partie contributive (provenant de
l'agent ¢) et d'une autre partie distributive (qui est la méme pour tous individus
indépendamment de leur contribution), ce qui nous donne une fonction de pension

de retraite pour 'agent ¢ :

. (3.4)

plw;) = T{awi(l +Z)+(1—-a) (1+2w+d +ZM}.

De maniére a simplifier la notation et généraliser la fonction & plusieurs individus,

nous remplacerons w par EwZ dans 'équation (3.4).

L’équation correspond au montant des prestations qu'un agent retraité ¢
gagnant un salaire w; en périodes 1 et 2 recevra pendant sa retraite (sur une
période de durée (1 — Z;)). Afin de simplifier 'analyse, notre modéle ne sera
pas multigénérationnel (les prestations ne dépendent pas de la croissance de la
population). Si le systéme de pension est linéaire, il est possible de faire I'hypothése
que la croissance de la population et le taux d’intérét sont égaux et nuls (¢ = r = 0)

sans pour autant modifier «la nature qualitative de nos résultatsy.?

Ce systéme étant financé par le revenu des travailleurs, I'individu est taxé
sur son salaire au taux 7. Le premier terme est identique au montant prélevé

a l'individu, pondéré par le facteur bismarckien a. Le deuxiéme terme (FwZ)

2. Cremer et Pestieau, 2010.
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correspond a la contribution des autres participants au systéme de pension pu-
blique. Tel que vu a I'équation 2.7, il s’agit de la moyenne entre le revenu de
'agent productif représentatif (@) qui choisit un age de retraite (Z) et du revenu
de I'agent non-productif représentatif (w) qui choisit un age de retraite (£). On
suppose que l'individu n’est pas conscient de son impact sur le salaire moyen de
la société. La part de contribution entre I'individu i et le reste de la société se
décide grace au facteur Bismarckien a. Un systéme distributif implique que les
prestations de I'individu ¢ dépendent en partie du revenu moyen des participants
et en partie de son revenu, ainsi a < 1. Pour un systéme purement distributif
(communément appelé « systéme Beveridgien »), « = 0 et le premier terme de
I'équation (3.4) (terme de contribution) disparait. La situation contraire est un
systéme purement contributif ot @ = 1 et le deuxiéme terme de 1'équation (3.4)
(terme de distribution) disparait (communément appelée « systéme Bismarckien
»). Dans la réalité, le facteur Bismarckien se situe entre 0 et 1. Insérant la nouvelle

fonction de prestation (3.4) dans la contrainte budgétaire (3.3), nous obtenons la

contrainte budgétaire individuelle avec systéme de pension public.

L’individu résout le probléme suivant :

sujet a la contrainte :

En nommant par £ le lagrangien du probléme d’optimisation et par A le

multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte budgétaire, nous maximisons
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cette fonction et obtenons les conditions de premier ordre suivantes :

oL 1

o0y ey 270 (3.7)

aacii - ff ~AZ =0, (3.8)

aaci,i = B<1C_32,Zi> —AM1-2;) =0, (3.9)
gé = B(In(Ca) — In(Csi) — Z;) — MCay — C3; — wi(1 — 7(1 — a))) = 0, (3.10)
g—f =Cl+ 20y + (1 - 2)C4 —wi(1 = 7)(2; + 1)

_T[awi<zi+1> +(1-a)EwZ| =0. (3.11)

3.1.1 Résolution du probléme

En résolvant le systéme, nous obtenons depuis les 3 premiéres conditions de pre-

mier ordre :

BC = Cy = Cs;. (3.12)

L’équation (3.12) démontre que le facteur de myopie /3 réduit la consomma-
tion prévues pour les périodes 2 et 3, en faveur de celle de la période 1, ce qui est
une conséquence de la surestimation de 'importance du présent. Lorsque § < 1,
Cy, > C5, = C5; et plus [ est faible, plus cet écart est grand, tandis que si f =1,

la consommation & I’équilibre est parfaitement lissée entre les trois périodes.
A partir du systéme (équations (3.7) a (3.11)), nous obtenons également :

Cii(1+8)—7(1 —a)EwZ Cwi(l-7(1-a))
wi(l —7) + Tow; —1= BCY; : (3.13)
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L’équation (3.13) est quadratique?® et 1'on peut y isoler Cy, ce qui donne
la consommation d’équilibre a la période 1 que 'on utilise pour trouver les autres

valeurs d’équilibres :

I —_ 2
T(l—a)EwZ +1+ \/|:T(1Q)EUJZ + 1i| + 4ﬂ w(l . ,7_(1 o Oé))

w(l—74art) w(l—7+4at) B
Cy. = 3.14
12 2<1 +B) ) ( )
Cy = C3; = BCY;. (3.15)

Les équations (3.14) et (3.15) sont le détail de ce qui avait été obtenu depuis
I'équation (3.12). Si la consommation a I’équilibre est parfaitement lissée (8 = 1)

entre les trois périodes, nous obtenons :

— — 2
T(l-a)EwZ T(l—a)EwZ
mﬁ-l—l—\/[m—i—l} + 8 w(l—T(l—a))
1= Y2 — Y3 — 4
(3.16)
La fonction de choix de départ a la retraite en période 1 est donnée par :
w(l—7(1-a))
Zr = . 3.17
3ci, 10
3.1.2 Taux marginal de substitution (ex ante)

L’individu peut faire varier sa consommation a une période donnée en
échange d’un transfert vers ou depuis une autre période. Pour connaitre le ratio

auquel ces échanges s’effectuent, nous calculons les TMS intertemporels :

3. Une des deux solutions de I’équation quadratique a été rejetée parce que le résultat était
négatif. La racine positive a été retenue.
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)

OU,; /0Cy; Zr /03 zZ;,
MScaicn U j0Cy,  (1—29)/Cs  1- 2 (3.19)

U;/0Z; _ In(C5;) — In(C5;) — 2 €5 — C5 —wi(l — 7+ 7a)

TMS z c. )= = =
(Z4,Cs) oU; /0C3; (1—=27)/C5 1-2¢

(3.20)

Dans ce modeéle, les résultats représentent les choix de l'individu s’il ne
changeait rien lors des périodes futures et 1’age de retraite qu’il annonce est consi-
déré comme définitif, ignorant ses préférences hyperboliques. Plus le facteur de
myopie est petit, plus le déséquilibre en faveur du présent est fort, plus I'individu
pense partir a la retraite tardivement. Lorsque g = 0, le Z; est a sa valeur maxi-
male, ce qui signifie que 'dge de retraite est repoussé (Z; = 1). Le mécanisme est
le suivant : lorsque § diminue, la désutilité du travail dans la fonction d’utilité
pése moins pour 'individu ¢ et il travaillera plus. Si Z; augmente, I'individu ¢ voit
sa consommation potentielle C; en période 1 (c’est-a-~dire le présent) augmenter.
Dans le cas sans myopie ot § = 1, la période 3 est & son maximum car l'individu

devance sa retraite (petit Z;).

3.2 Modele ex post

Le modéle ez post concerne les décisions prises en période 2, bien qu’il y
ait encore de l'incohérence temporelle. L’individu se retrouve dans une situation

ou une seule décision est définitive (la consommation en période 1) et d’autres le
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deviendront (la consommation en période 2 et le choix de départ a la retraite).?
Pour distinguer les variables a la période 2 de la période 1, une nouvelle notation

sera utilisée. Le tilde signifie le changement de décision a la période 2.

Premiérement, C'; ne fait plus partie de la fonction d’utilité en période
2 puisque le choix de consommation concerne une période passée. L’individu a
consommé (' et cette variable est maintenant considérée comme donnée, résul-
tant de la maximisation en période 1 et dépend des facteurs (3, a, 7 et w;. Deuxié-
mement, le facteur de myopie n’affecte plus que Cs. L’individu prend conscience
de ses préférences hyperboliques pour la période présente et, par définition, le
facteur de myopie [ n’actualise que les périodes futures en sous-estimant leur
réelle importance. 11 n’a plus d’impact sur la consommation présente (C’z) ni sur
la désutilité du travail puisque 'individu ne travaillera plus aprés cette période.

Cela a pour effet de modifier les choix. La fonction d’utilité en période 2 s’écrit :

Les contraintes budgétaires sont également modifiées afin d’y inclure la
consommation C qui est désormais donnée. La fonction de prestations de retraite
p(w;) prend uniquement en compte le choix effectif (Z;) et non celui souhaité en
période 1 (Z;), puisque c’est ce choix de départ a la retraite qui sera implémenté.
C’est & ce moment que nous pourrons observer s’il y a un changement entre les

choix initiaux en période 1 et ceux effectifs en période 2. La contrainte budgé-

taire et la fonction de prestation de retraite p de I'individu w; en période 2 sont

4. La terminologie ex post dans la littérature s’applique habituellement lorsqu’il n’y a plus
de facteur de myopie. Nous considérons I’ex post comme étant le moment de la décision réelle
de départ a la retraite.
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respectivement :

et
p(w) = t{aw;(1+ Z) + (1 — a)EwZ}. (3.23)

En nommant par £ le lagrangien du probléme d’optimisation et par A le
multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte budgétaire, nous maximisons

cette fonction et obtenons les conditions de premier ordre suivantes :

o _ 2 _ AZ, =0, (3.24)
0Cy;  Cy,

1-2Z ~
oL _s0-2) \u_2)=o, (3.25)
aCBi C?)i
g—g = ln(égl) — ﬁln(é&) — Z~l — )\égl + )\C’gl + )\wl(l - T+ TOé) = 0, (326)

oL - - S~ -
—7law(Zi + 1)+ (1 — oz)EwZ} = 0. (3.27)
3.2.1 Taux marginal de substitution (ex post)
AU, OCs; Z:/Cs z"
TMS ¢, c0) = [0 _ /G5 _ 3 (3.28)

oU;J0Cs (1 — Z7)/Cor* 1 —Z

Le TMS entre Cy; et Cj; est plus faible qu’en période 1. Il y a diminution de
la quantité de consommation en période 2 (C’gl) a laquelle I'individu doit renoncer

pour obtenir une unité de consommation en période 3 (C'sz) supplémentaire tout
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en maintenant 1'utilité au méme niveau. Autrement dit, I'individu doit sacrifier

moins de Cy; pour une unité de Cs; qu’il ne devait sacrifier de Cy; pour une unité

de Cgi .

U w(l = 71 -

_ an/a%}i _ In(Cs;) — BIn(Cy;) — = —3 5 —
oU; /9Cs; (1-27)/Cs 1- 2z
(3.29)

Le TMS entre Z; et C; est plus faible qu’en période 1. Il y a diminution
de la quantité de travail en période 2 (27,'1) a laquelle I'individu doit renoncer pour
obtenir une unité de consommation en période 3 (Cy;) supplémentaire tout en
maintenant I'utilité au méme niveau. Autrement dit, I'individu est prét a travailler

moins en période 2 pour renoncer a une unité de Cj; par rapport a ce qu’il avait

prévu en période 1, afin de maintenir son utilité constante.

Depuis les équations (3.24) et (3.25) :

BCy = Cs;, (3.30)

ce qui permet de conclure que Cy; > Cs;. Il n'est toutefois pas possible de pour-
suivre la résolution du probléme générale de maniére analytique. La preuve se
trouve en annexe A. Les conditions du premier ordre de la période 2 ont nécessité
I’emploi du logiciel de calcul Mathematica et 1'utilisation de la fonction FindRoot
qui cherche et identifie une solution numérique pour les équations simultanées.
Dans la programmation effectuée sur Mathematica, il a été pris en compte que
la partie Beveridgienne du systéme de retraite public (EwZ) dépend de I'age
de retraite de l'individu au revenu sous la moyenne (w) et l'individu au revenu

au-dessus de la moyenne ().

Pour ce faire, une « boucle » a été créée. Tout d’abord, le modéle ex ante
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est résolu analytiquement. Ensuite, le résultat de C; est repris sous sa forme
analytique pour la résolution numérique du modéle ex post. Le programme est
résolu simultanément pour chaque type d’individu, ce qui permet d’intégrer le Z;
optimal de 'autre individu dans sa pension de retraite. Nous obtenons le EwZ réel
et la fonction de prestation équilibrée (équation (3.23)). On peut ensuite insérer
EwZ dans les variables du modéle ez ante, ce qui compléte la « boucle » et permet
de faire de la statique comparative. Ces résultats sont présentés dans le chapitre

suivant. Le fichier Mathematica se retrouve en annexe B.

3.3 Cas particuliers

Afin de pousser la résolution analytique, quatre cas particuliers (o = 1,
a=0,a=0avecw =wet f=0) ont été testés, avec la méme conclusion pour la
période 2. Deux cas sont présentés dans ce chapitre et deux autres se retrouvent

en annexe A.

3.3.1 Casa=1

Période 1 (ex ante)

Dans ce cas, la fonction d’utilité demeure inchangée :

La contrainte budgétaire est :
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Fonction de pension de retraite pour I'agent ¢ quand o =1 :

p(wi) = Twi(1+ Z;). (3.33)

L’individu résout le probléme suivant :

sujet a la contrainte :

Nous obtenons les conditions de premier ordre suivantes du Lagrangien :

oL 1

ac, —on M0 (3.36)
o =~ B = (3.37)
8862 = 5(1(j_gizi> —A1-2;) =0, (3.38)
gzé = BIn(Cy) — BIn(Cy;) — BZ; — ACo + ACs; + Aw; = 0, (3.39)
% = O+ 20 + (1 = 2)Cs —wi(1 + Z;) = 0. (3.40)

Résolution du probléme

En résolvant ce systéme, nous obtenons :

5012' = C2i = 032"



et

Wws - 5011"

On peut y isoler (1, puis trouver les autres valeurs d’équilibres :

4 W
Cli=|1+4/5+ | 57—
! Bl2(14p)

* * 4 Wi
Cy =05 =081+ 5‘1‘5 m,
Zr = 2(1+p) '

Bl1+/5+3

Taux marginal de substitution ez ante

45

(3.41)

(3.42)

(3.43)

A partir du nouveau lagrangien de ce cas particulier, nous pouvons recal-

culer les TMS de la section (3.1.2) et nous obtenons les mémes TMS que dans le

cas général :

_ou;jocy;  1/Ccy B
TMS(cy.ca0 = U J0Cy  Z/Cs 2

)

TMScy.05) = U JOCs; — (1— Z7)/Cs 1= 2

(3.44)

(3.45)
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TMSz c.) = -
(2:03) = 30 19CH: (1-25)/Cs;

Analyse de statique comparative

0<f<1,0<7<1,0<w,0< EwZ.

oC 4 1
— 1+ 5+ —
Ow + + B12(1+p5)
oCk
0 > 0.

oc w<2+65+ <5+ \/ﬂ)ﬁz)

o8 2,/5+ 4421 + B)?

les

93 < 0.

U J0Z; _ In(C5;) —In(C5) — 27 C5 — C5 —wi(l — 7+ 7a)

1- 2
(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

Nous obtenons les mémes TMS que dans le cas général. Les résultats de

statique comparative sont également les mémes.

Période 2 (ex post)

Fonction d’utilité :

U; = Zin(Cy) + B(1 — Z)In(Cs;) — v(Z5).

(3.51)



Contrainte budgétaire :

Fonction de prestation de retraite :

p(wi) = Twi(1 + Z;).

Conditions de premier ordre suivantes du Lagrangien :

oL _ 2 —\Z; =0,

0Cy Oy

oL _sU-2) _\u_z)—o

9Cs; Cs;

BYe ) o

82 = ln(ng) — ﬁln(c&) — ZZ — )\CQZ + )\031 + )\wi = O,
oL ~ ~ . = ~

I Z:Co% + (1 = 2,)Cs — wi(1+ 2;) + Ch;.

Résolution du probléme

Depuis les équations (3.54) et (3.55) :

ﬁCN’Qi = é3ia

et depuis (3.56) :

In(Cai)(1 — B) + g’ = Z, 41— B+ BIn(B).

27

47

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)
(3.56)

(3.57)

(3.58)

(3.59)
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Pour simplifier, il s’agit de la forme

In(z) + = = y. (3.60)

T

D’ou la nécessité de résoudre numériquement.

Taux marginal de substitution ex post

Comme pour le modéle ex ante, nous pouvons recalculer les TMS du cas

général et nous obtenons également les mémes TMS que dans le cas général :

*

_ ou;/ aé?i _ éz*/ Cg@ _ 21
oU;J0Cs; (1 — Z2)/Coix 1 — 2

TMSé,, ) (3.61)

*

) 79U, /9C (1-2)/C 1- 2,
3.3.2 Cas =0

Période 1 (ex ante)

La fonction d’utilité pour ce cas est :
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La contrainte budgétaire demeure inchangée par rapport au cas général :

Fonction de pension de retraite pour l'agent i :

plw;) = T{awi(l +Z)+(1—-a)

2

L’individu résout le probléme suivant :

hgaX Ul = ln(Ch),

sujet a la contrainte :

Conditions de premier ordre suivantes du Lagrangien :

oL

oCh;
oL

oL
0Cs3;
oL
0Z;
oL

O\

1
ey

=—-\Z; <0,

—A=0,

= _AC}L + )\ng + )\w,(l — T+ TOZ) = 0,

— T[awi(l +Z)+(1—a)EwZ| =0.

(1+§ﬁH{1+§M}‘

(3.64)

(3.65)

(3.66)

(3.67)

(3.68)
(3.69)
(3.70)

(3.71)

(3.72)
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Résolution du probléme

L’individu ¢ voudrait un C}; maximum et donc égal a son revenu intertem-
porel prévu. Cela suppose une solution de coin, ou I'individu ¢ consomme tout en

période 1, ce qui signifie :

Cgi - Cgi == 0, (373)
Z;, = 1.
oL _
o= Cu—will=7)(Z+1) - T[awia +Z)+(1— a)sz} —0. (3.74)

Cri = 2wi(1 = 7) + 7 [200; + (1 - ) BwE. (3.75)

Analyse de statique comparative

e ——
— =7(2w; — EwZ). 3.76
i = (2, — W) (3.76)

Le signe dépend de w; et FwZ. Il est positif pour I'individu au salaire au
dessus de la moyenne et négatif pour I'individu au salaire sous la moyenne. Cela
signifie que pour un individu au salaire sous la moyenne, il diminue sa consomma-
tion en période 1 lorsque a augmente, c’est-a-dire lorsque le systéme de retraite

est plus contributif.

oCy;

9, =2(1 —7(1 — a)). (3.77)
Puisque 1 — 7 > 0, alors :
aCy;
—= > 0. 3.78
5o (3.78)

Par rapport au cas général, nous obtenons des résultats généralement dif-
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férents. Premiérement, en raison de la solution de coin obtenue, Cy;, Cs; et Z; ne
varient pas en fonction de « et 7. Deuxiémement, lorsque o augmente, la variation
de C; est ambigue et dépend de la valeur de w; et EwZ. Dans le cas général, cette
relation dépend uniquement de la valeur de w;. Par contre, nous obtenons la méme

relation entre C; et w; que dans le cas général.
Période 2 (ez post)
Fonction d’utilité :

Contrainte budgétaire :

Fonction de prestation de retraite :

p(w) = {aw;(1+ Z) + (1 — a)EwZ}. (3.81)
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Conditions de premier ordre suivantes du Lagrangien :

oL 2 _ AZ; =0, (3.82)
00y Oy

or _ ~\1-Z;) <0, (3.83)
0C3;

oL ~ - ~ ~

8_2 = ln( 21) — Zz — )\021 + )\Cgl + )\wl(l — T+ TO{) = 0, (384)

o - -~ SN -

oy~ 2t (1=2)C3 —wi(1 =7)(Z; + 1)+ Cui

—Tlowi(Z;+ 1)+ (1 — oz)EwZ] = 0. (3.85)

Cela suppose une solution de coin, ot I'individu ¢ consomme tout en période

2. Tel que vu pour la période 1, il s’agit d’un résultat différent du cas général.

Puisqu’il est impossible de résoudre le probléme en période 2 de maniére
analytique pour tous les cas, le prochain chapitre portera sur la résolution numé-

rique du modéle et la comparaison entre les deux périodes.



CHAPITRE IV

RESULTATS NUMERIQUES

Depuis (3.14), (3.15) et (3.17), il est possible d’identifier les choix initiaux
d’un individu avec myopie temporelle et de faire de la statique comparative en
fonction de 8, a et 7, respectivement le facteur de myopie, le facteur bismarckien
et le taux de taxation dont les valeurs sont w = 1, w = 10, a = 0,5 si l'on fait
varier 7 et 7 = 0,5 si 'on fait varier a. Ce méme processus est répété avec les
équations du modéle ex post depuis le logiciel Mathematica. Les choix en période
1 et en période 2 sont comparés afin de comprendre les changements des décisions

a travers le temps en fonction de la rationalité de I'individu.

4.1 Résultats du modéle ex ante

4.1.1 Age du départ a la retraite

Outre le facteur de myopie, on retrouve dans les valeurs d’équilibre de Z;
(Equation 3.17) le facteur bismarckien ainsi que I'espérance des revenus de la
population qui font partie de la fonction de prestation. Le taux de taxation a
également un impact sur la valeur de Z;. Lorsque les choix sont faits en période
1, Z; est croissant avec le facteur bismarckien, mais décroissant avec le taux de

taxation et le facteur de myopie. Z; est également croissant avec w. Ces résultats
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peuvent étre résumés par les dérivées suivantes® :

%‘z" >0, (4.1)
%Z;i <0, (4.2)
%‘z" >0, (4.3)
%‘? <0, (4.4)

Tout d’abord, les individus au revenu au-dessus de la moyenne (@) ont un 2
plus élevé que ceux avec un revenu sous la moyenne et 2, < Z; (équation (4.1)).
Avec un salaire élevé, le cotit d’opportunité de ne pas travailler augmente; les
travailleurs plus riches, ayant un cotit plus élevé pour le loisir, travaillent plus. Cet
effet 'emporte sur 'effet revenu, ot avec 'augmentation du salaire les individus

travaillent moins pour le méme revenu.

L’effet du facteur de myopie sur le choix de départ a la retraite est le
résultat principal du modéle, c’est-a-dire le lien entre ’age de retraite optimal et le
biais comportemental. Un S qui diminue signifie que 'individu est temporellement
moins cohérent. Lorsque c’est le cas, Z; augmente et 1’age de retraite est de plus en
plus repoussé par rapport au cas ou l'individu est temporelle cohérent (Figures 4.1
et 4.2, équation 4.2). Tel que vu dans le dernier chapitre, Co = C3 en période 1, ce
qui signifie que I'individu anticipe lisser sa consommation future, qu’il travaille ou
qu’il soit retraité. L’individu anticipe également que le moment auquel il prendra
sa retraite n’entrainera aucune variation de la consommation en C5 et Cs, et ce
indépendamment de son degré de rationalité puisqu’il pondeére toutes les périodes
futures avec le méme facteur d’actualisation (). Il ne reste plus que la désutilité

du travail sur laquelle le facteur de myopie a un impact en période 1. Dans ce

1. Les formules et démonstrations de ces dérivées se retrouvent en annexe C.
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contexte, l'arbitrage entre consommation et désutilité du travail est altéré par la
rationalité de I'individu. Pour I'individu irrationnel, qui sous-estime l'importance
de la période 2, la désutilité du travail ne sera pas pleinement considérée dans sa
décision de retraite (de son point de vue en période 1), d’oil une retraite tardive.
Inversement, un individu rationnel mesure correctement sa désutilité du travail et

travaillera moins qu’un individu & petit [.

Le facteur bismarckien a qui augmente signifie un systéme de pension moins
distributif et Z; augmente ; la période de travail est prolongée (Figure 4.1). Plus
« est petit, plus I'individu peut se fier au systéme de pension pour garantir son
revenu en période 3. Lorsque l'individu est responsable de son revenu de retraite, il
sera moins tenté de prendre sa retraite avant I’age anticipé, car il sait qu’il récupé-
rera plus de ses taxes (équation 4.3). Il y a un effet incitatif a travailler : I'individu
internalise tous les bénéfices individuels du travail, c’est-a-dire 1’accroissement de
son revenu de retraite dont il bénéficiera dans une plus grande proportion. Lorsque
a = 1, I'agent recoit tout son montant taxé au moment de la retraite. Il ne s’agit
donc que d’un transfert de la consommation dans le temps, ce qui n’influence pas
la richesse totale et s’élimine de la contrainte budgétaire. Lorsque o < 1, le taux
de taxation s’applique sur le revenu de ’agent mais celui-ci ne touche qu’en partie
le montant contribué, rendant la retraite de plus en plus désirable par rapport au

travail quand o diminue.

En ce qui concerne le taux de taxation, on observe une relation inverse
entre 7 et Z; (Figure 4.2). Cela signifie que lorsque le taux de taxation croit, Z;
décroit et 1'age de retraite décroit (équation 4.4). En accord avec la littérature,
un individu plus taxé travaillera moins. L’intuition derriére ce résultat s’explique
par une taxe implicite au travail puisqu'un plus petit salaire net est disponible si
I'individu prolonge sa période active. On observe un effet de substitution vers le

loisir, qui cotite moins cher lorsque l'individu est plus taxé. L’effet revenu en sens
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Figure 4.1 — Période 1 : choix d’age de départ a la retraite selon les facteurs de
myopie et bismarckien (pour 'individu w et 7 = 0,5) 2

inverse est plus faible que l'effet de substitution.

Une retraite devancée signifie également des prestations de retraite réduites.
Toutefois, un individu irrationnel sous-estime 1'utilité qui découle de la consom-
mation en période 3 et ne prendra pas cet effet pleinement en considération. Dans
le cas ol & = 1, le taux de taxation n’a plus aucun effet sur Z; ou la consomma-
tion puisque l'individu recevra exactement 100% de son revenu (immédiatement

ou plus tard).

4.1.2 Consommation

La consommation en période 1 (équation 3.14) est un choix définitif. Tou-
tefois, le choix demeure influencé par le facteur de myopie de I'individu. Lorsque
diminue, C| augmente ce qui signifie que lorsque I'individu devient plus irration-

nel, il surconsomme en lére période par rapport au cas ou il serait parfaitement

2. Les résultats sont comparables pour I'individu @ et pour des valeurs différentes de 7 et a.
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Figure 4.2 — Période 1 : choix d’age de départ a la retraite selon le facteur de
myopie et le taux de taxation (pour lindividu w et a = 0,5)3

rationnel, n’étant pas capable d’évaluer correctement 'utilité obtenue en lissant

sa consommation :

9C;
B

< 0. (4.5)

Deux canaux expliquent ce résultat. Premiérement, le facteur de myopie
directement. Un individu irrationnel consomme plus en période 1 qu'un individu
rationnel, car il estime a tort qu'une consommation immédiate lui engendrera une
plus grande utilité qu'une consommation équivalente dans le long terme. Ayant
une meilleure perception de 1'utilité engendrée par sa consommation en période
2 quand (8 augmente, 'individu rationnel lissera plus sa consommation entre les
périodes. Deuxiémement, § influence indirectement la consommation en période
1 via la désutilité du travail, mais cet effet est plus faible. Un individu irrationnel
sous-estime la désutilité future (en période 2) du travail et choisit un Z; plus
élevé qu’un individu rationnel et travaillera plus longtemps, ce qui lui permet de

consommer davantage. Plus 3 est faible, plus la désutilité du travail parait faible,
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plus Z; est élevé et donc C est élevé. Les deux effets vont dans le méme sens.
En période 1, pCy = Cy = C3 (équation 3.15) et le résultat obtenu est :

0Cs; 9Cs;
a5 > 0, _85

> 0. (4.6)

Lorsque l'individu devient moins rationnel, il prévoit de réduire sa consom-
mation lors des périodes futures. Cela est cohérent avec le résultat pour C et
s’explique avec Ueffet direct (lorsque 5 diminue, 'individu sous-estime les périodes
futures et anticipe consommer plus de C}) par un raisonnement analogue. L’effet
indirect (lorsque 8 diminue, Z; augmente et la consommation augmente) ferait

augmenter le revenu et donc Cs, tout comme (', mais l'effet direct 'emporte.

En distinguant les individus par leur productivité (I'individu au revenu

sous la moyenne (w) et I'individu au revenu au-dessus de la moyenne (@)), nous

obtenons :
0C, 0C%5, 0C5,
90 <0, 90 <0, 5a <0, (4.7)
0C1m 0Co% 0Cs5;
90 > 0, e > 0, e > 0. (4.8)

L’effet du facteur bismarckien («) sur la consommation est le méme sur Cf,
Cs, et Cfs, selon le type d’individu. Plus précisément, lorsque le systéme devient
moins distributif (o augmente), I'individu avec un salaire sous la moyenne réduit sa
consommation (équation 4.7) et I'individu avec un salaire au-dessus de la moyenne
l'augmente (équation 4.8). Ceci s’explique par la propension a l'individu @ de
consommer plus lorsqu’il peut garder une plus grande fraction de son revenu.
Inversement, un systéme distributif permet & un individu w de consommer plus

que son salaire puisqu’il bénéficie d’une pension de retraite aux prestations plus
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élevées que ce qu’il aurait pu obtenir uniquement avec son salaire.

0C,, 0C5, 0C5,,
5, >0, 5, >0, 5, >0, (4.9)
8015 8025 8035
57 <0, 57 <0, 5, < 0. (4.10)

Lorsque le taux de taxation (7) augmente, I'individu w augmente sa consom-
mation (équation 4.9) et I'individu @ la réduit (équation 4.10). Ceci est da a I'exis-
tence de la partie beveridgienne dans la formule de retraite. La taxation réduit le
salaire net et l'effet substitution ’emporte sur 'effet revenu pour 'individu @ il
consomme plus lorsqu’il peut garder une plus grande fraction de son salaire (une
part de son salaire est redistribué vers I'individu w). Inversement, un systéme avec
un taux de taxation élevé permet & un individu w de consommer plus puisque son
revenu augmente grace aux montants taxés sur les individus plus riches qui lui

sont ensuite redistribués. *

4.2 Résultats du modele ex post

Le facteur de myopie ne multiplie que les périodes futures et c’est pourquoi,
en période 2, on ne le retrouve que sur le terme de la période 3, ¢’est-a-dire Cs.
En période 2, lindividu choisit Z; et Cy sans biais comportemental et il peut
modifier les choix qu’il avait fait en période 1 pour ces variables. Avec un [ faible,
I'individu repousse sa retraite plus il est rationnel. Avec un S élevé, l'individu
va plutot devancer sa retraite plus il est rationnel, comme en période 1, mais

I'intuition est différente.

4. Hypothése : o < 1.
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Reprenons la fonction d’utilité en période 2 :

[

b
—— & ~ ~=

Dans cette fonction d’utilité, la partie b représente la période 3 qui est mul-
tipliée par 3. Les parties a et ¢ représentent la période 2 et en sont indépendantes.
Les trois parties contiennent du Z;. L’'impact direct de Z; sur D'utilité est positif
avec la partie a, mais négatif avec les parties b et c. Lequel de ces effets 'emporte
dépend de la valeur de 8. Depuis la dérivée partielle de 1'utilité par rapport a Z;

nous obtenons :

aU /—g% /—f% /_/CNR
821 = In(Cy) — BIn(Cs) —v'(Z;) . (4.12)

Si (8 est faible, a’ — ¢ > V' et :

i 0, (4.13)
0Z;

donc si 'utilité marginale est positive, I'individu va choisir de repousser son age

de retraite. ®
Si B est éleve, a’ — ¢ < b et :

o, (4.14)
02

donc si I'utilité marginale est négative, 'individu va choisir de devancer son age

de retraite.

5. Une solution ot a’ — ¢ est négatif est impossible car cela impliquerait que Z; est nul
et donc que l'individu ne travaille pas en période 2. Nous nous concentrons ici sur les valeurs
intérieures de Z;.
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Lorsque 8 < 0,5, c’est le premier effet qui 'emporte (¢’ — ¢’) et lorsque
B > 0,5 ce sont les deuxiéme et troisiéme effets qui 'emportent (8'). Avec (3 entre
0,5 et 1, plus lindividu devient irrationnel (g faible), plus il repousse son age
de retraite (augmentation de Z;) pour travailler et consommer égi au dépens de
Cs;, jusqu’a ce que le gain du travail soit inférieur a sa désutilité, d’ou la forme
parabolique de la courbe lorsque I'individu est trés irrationnel (8 < 0, 5) en figures

(4.3) et (4.4).

Comme pour le Z; que 'on retrouve dans la section a, la consommation Cs;
n’est pas pondérée du facteur de myopie. Or, Cs; varie encore en fonction de f et
cela tient compte d’un effet direct et de deux effets indirect. Premiérement, lorsque
[ approche de 1 et que I'individu est plus rationnel, la consommation en période 2
diminue comme elle le faisait pour C; en période 1. Il s’agit encore de la préférence
pour le lissage de la consommation qui prend effet lorsque les périodes futures sont
moins sous-estimées. Deuxiémement, il y a encore l'effet indirect via Z; (quand
I'individu travaille plus, il peut consommer plus et vice versa). Puisque Z; est
croissant en 8 < 0,5 et décroissant en 8 > 0,5, Co; Dest également depuis Veffet
indirect. Troisiémement, I'individu fait ses choix de consommation en considérant
C1; qui a été choisi en période 1 de maniére non optimale (quand g < 1). Tel
que mentionné précédemment, C; augmente lorsque 5 diminue. Pour maintenir
I’équilibre budgétaire, I'individu doit réduire égi si C; a été surévalué. Leffet
indirect d’une diminution de 3 est donc une diminution de Cy;. Lorsque 3 < 0, 5,
les effets indirects 2 et 3 'emportent, lorsque 0,5 > 5 > 0, 8 l'effet 3 'emporte, et
lorsque > 0,8, les effets 1 et 2 qui 'emportent, comme le montre la figure (4.5)

pour toutes valeurs de 7.

L’impact de  sur la consommation en période 3 ne change pas, celle-ci
étant encore pondérée par le facteur de myopie. Comme dans le modeéle ex ante,

la consommation augmente en période 3 lorsque 'individu devient plus rationnel
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Figure 4.3 — Période 2 : choix d’age de départ a la retraite selon les facteurs de
myopie et bismarckien (pour l'individu w et 7 =0,5)¢

7 sesee 1=0,2 1=0,4

1,0

0,8

0,6

0,4

0,2

O’O r T T T T T T T 1 B
03 04 05 06 07 08 09 1

Figure 4.4 — Période 2 : choix d’age de départ a la retraite selon le facteur de
myopie et le taux de taxation (pour I'individu w et a = 0,5) 7

et qu’il accorde plus de poids au futur.

Pour les autres variables (facteur bismarckien, taux de taxation et salaire),
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Figure 4.5 — Période 2 : consommation selon le facteur de myopie et le taux de
taxation (pour l'individu w et a = 0,5) 8

elles ont toutes le méme effet qu'en période 1, autant sur Z; que sur Cy; et Cs;,
puisque le modéle ex post n’implique un changement qu’en terme de . Par contre,
pour l'individu w, plus S est petit, moins le facteur bismarckien et le taux de
taxation ont un impact sur Z;. Pour 7, leffet sur Z; est nul, voire légérement
inversé, lorsque [ est trés petit (Figures 4.3 et 4.4). Cela ne s’applique pas a

I'individu @, pour lequel les résultats sont les mémes en période 1 ou 2.

4.3 Ecarts entre les décisions ez ante et ex post

Quatre décisions sont prises par l'individu en période 1 et trois de celles-ci
sont modifiées en période 2 si f < 1 (Z~,, C, C~'3) Dans les trois cas, le résultat
concorde avec ce qui était prédit par la théorie économique, c’est-a-dire que si
I'individu est rationnel, son choix en période 2 est cohérent avec son choix en
période 1. Lorsque § = 1, les choix sont exactement les mémes d’une période a
I’autre. Lorsque 0 < 8 < 1, I'individu se retrouve avec des choix ex ante et ex post

qui sont différents.
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Dans la majorité des cas, plus un individu est rationnel, plus il choisira
un petit Z;, peu importe la période. Il y a néanmoins des changements de choix
entre la période 1 et la période 2 pour Z;. L’age de retraite qui semblait optimal
en période 1 pour un individu aux préférences hyperboliques s’avére ne pas étre
le méme en période 2 lorsque la désutilité du travail n’est plus sous-estimée. La
relation entre (Z; — Z~Z) et [ est en forme de U, ce qui signifie que la différence
diminue puis augmente & mesure que l'individu devient rationnel. Le minimum
de la courbe augmente avec o et diminue avec 7, comme le démontrent les figures

(4.6) et (4.7).

La relation entre 3 et Pécart de Z; et Z; n'est pas monotone. On n’ob-
serve pas une simple réduction de I'écart entre Z; et Z;, mais plutot des courbes
paraboliques qui convergent vers 0 quand 3 — 1. A la figure (4.6), quand /3 est
grand, (Z; — Z) < 0V a. Quand I'agent est peu irrationnel, il aura tendance a
travailler plus en période 2 que ce qu’il avait anticipé en période 1 peu importe
la valeur du facteur bismarckien. Lorsque /3 est petit, (Z; — Z-) < 0 pour un «
petit, mais devient positif pour des valeurs élevées de o. Quand 'agent est trés
irrationnel, il devance ou repousse sa retraite en période 2 en fonction de la valeur
du facteur bismarckien. Plus le systéme est contributif, plus il y a de chance de

I’agent devance sa retraite.

A la figure (4.7), (2; — 2;) diminue lorsque 7 augmente avec f3 et o fixes.
Lorsque 3 est grand, (Z; — Z;) < 0. Comme a la figure (4.6), lorsque Pagent est
peu irrationnel, il aura tendance a travailler plus en période 2 que ce qu’il avait
anticipé en période 1. Toutefois, lorsque § est petit, (Z; — 21-) < ou > 0 selon la

valeur de 7.

La difféerence Cy et Cy est un calque de (Z; — Z;) et les courbes en forme

de U convergeront vers 0 lorsque 5 = 1. Pour la période 3, la consommation
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choisie en période 2 est toujours inférieure a celle choisie en période 1, 1’écart
étant réduit plus I'individu devient rationnel. En période 1 comme en période 2,
la période 3 demeure sous-estimée par les individus aux préférences hyperboliques
et la perspective de 'individu ne change pas pour Cs. C5 demeure sous-estimée

en période 1, au détriment de C; et en période 2 au détriment de Ch.

On peut conclure que Z; # Z; et que Cy # Cy pour presque toutes les
combinaisons de «, 7 et 8 < 1. Cela signifie que les agents irrationnels devancent
ou repoussent leur retraite d’une période a 'autre en fonction de la valeur des
paramétres du systéme de retraite public (7, «) et en fonction de leur niveau de
myopie (/3), ils augmentent ou diminuent leur consommation en période 2 et ainsi

ne font pas des choix qui sont cohérents temporellement.



66

~04

z_203 eccee a:OIZ
0,2 \

0,1

0,0 T T l\l\ T T - - 1
-0,1
_012 o.-
'0,3 * 0 ® °

0,4 Sereecmenenest

0,5
B

a=1

Figure 4.6 — Ecart entre le choix d’age de retraite en période 1 et en période 2
selon les facteurs de myopie et bismarckien (pour I'individu w et 7 = 0,5)°
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Figure 4.7 — Ecart entre le choix d’age de retraite en période 1 et en période 2
selon le facteur de myopie et taux de taxation (pour l'individu w et a = 0,5) 1°
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4.4 Optimum de bien-étre social

Méme si un agent aux préférences quasi-hyperboliques ajuste ses décisions
en période 2, il ne choisit ni I’age de retraite optimal ni la consommation optimale,
ce qu’il aurait choisi si f = 1. Premiérement, C a été choisi de maniére non-
optimale en période 1 et I'agent choisira ensuite son age de retraite en prenant
en considération ce choix. Deuxiémement, I’agent conserve ses préférences quasi-
hyperboliques en période 2 et la fonction d’utilité contient encore du . En effet,
la consommation C3 demeure pondérée par le facteur de myopie, ce qui se traduit
par une sous-estimation de la consommation future. Puisque I'dge de retraite et
les plans de consommations sont sous-optimaux, le planificateur social devrait
intervenir. Pour un planificateur social qui cherche a maximiser 1'utilité totale
de la société et faire en sorte que les individus qui la composent prennent des
décisions optimales, ses outils consistent & modifier le facteur bismarckien et le
taux de taxation. Le gouvernement considére les fonctions d’utilité réelles (celles

qui procurent 1'utilité effective) des individus :

U(w) = In(Cry) + 2, In(Coy) + (1 — 2,) In(Csy) — v(Z,), (4.15)

U@) = In(Ciz) + Z5 In(Coz) + (1 — Z5) In(Csz) — v(Zx). (4.16)

En supposant une population constituée également d’individus a faibles
salaires et a hauts salaires, un gouvernement utilitariste cherchant & maximiser
I'utilité totale utilisera les fonctions d’utilité (4.15) et (4.16) dans sa fonction de

choix social pour n individus au salaire w et m individus au salaire w, avec n = n :

Max, o W(U(w),n, U@),7) = n- Ulw) +7 - U@). (4.17)
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De maniére a résoudre (4.17), nous avons considéré pour différents niveaux
de 3, les niveaux de W (U (w), n, U(w), ) obtenus pour différents niveaux de («, 7).
Ces 9 scénarios permettent d’identifier le o qui maximise 1'utilité sociale en fonc-

tion des différentes combinaisons de 3 et 7 :

Tableau 4.1 — Bien-étre social : o optimal (w = 10)

5=0,3 5=0,5 =1

0,0
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9

7=01 7=0,2 7=04|7=0,1 7=0,2 7=0,4|7=0,1 7=0,2 7
-0,02 2,35 4,05 3,86 4,48 5,19 4,19 4,68
-0,52 2,05 3,82 3,79 4,37 5,08 4,13 4,60
-1,18 1,70 3,59 3,64 4,26 4,96 4,07 4,51
-2,17 1,27 3,23 3,54 4,14 4,82 4,00 4,41
-4,38 0,72 2,84 3,45 4,01 4,66 3,93 4,30
-10,67 -0,02 2,35 3,34 3,86 4,48 3,86 4,19
-10,70 -1,18 1,70 3,32 3,70 4,26 3,79 4,07
-10,74  -10,65 0,72 3,21 3,52 4,01 3,71 3,93
-10,77  -10,70 -1,18 3,09 3,32 3,70 3,63 3,79
-10,81  -10,77  -10,70 2,96 3,09 3,32 3,54 3,63
-10,85  -10,85  -10,85 2,82 2,82 2,82 3,45 3,45

=04
5,22
5,14
5,06
4,95
4,84
4,68
451
4,30
4,07
3,79
3,45

Les résultats surlignés correspondent a 'arrangement de («, 7) qui maxi-
mise 1'utilité des individus w et W avec un niveau [ pour chaque scénario. Pour
tous les niveaux de [ dans la société, le o™ est toujours nul (le systéme opti-
mal est purement distributif). Ces résultats sont conformes a ceux de Cremer et
al. (2007) qui concluaient que « sans contrainte de liquidité, o = 0 est optimal
lorsque la société est homogéne (uniquement des individus rationnels ou unique-

ment myopes)».

Les valeurs de w et W pour 'analyse numérique sont respectivement 1 et
10, afin d’avoir un écart suffisamment important entre les deux types d’individus
pour qu’il y ait un intérét a la redistribution et donc une possibilité d’intervention
d’un planificateur social. Si I’écart entre le salaire des deux individus est réduit, il

pourrait y avoir des cas ou o = 0 ne tient pas. Afin de tester cette hypotheése, les
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simulations ont été reproduite avec w = 1 et w = 2. Avec ces nouveaux parameétres,
il est possible que o* # 0 lorsque les individus sont peu irrationnels (8 > 0,7). En
effet, 'intervention d’un planificateur social est moins essentielle si les revenus sont
déja bien distribués et que les individus sont rationnels ou presque et prennent
donc déja des décisions qui maximisent leur utilité. Ces résultats sont résumés

dans le tableau 4.2.

Tableau 4.2 — Bien-étre social : a optimal (W = 2)

0,0
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9

B=0,6 =01 g=1
7=0,1 7=0,2 7=04|7=0,1 7=0,2 7=0,4|7=0,1 7=0,2 7=0,4
0,2153  0,2920 0,3568 | 0,3532 0,3987 0,4201 | 0,1725  0,1493  0,0398
0,2042  0,2795  0,3524 | 0,3474 0,0914 | 0,4235 | 0,1738 0,1554  0,0693
0,1931  0,2659  0,3438 | 0,3414 0,3832  0,4230 | 0,1749 0,1608  0,0947
0,1818  0,2511  0,3310 | 0,3352 0,3741  0,4187 | 0,1759  0,16564  0,1164
0,1704  0,2352  0,3137 | 0,3288  0,3641  0,4106 | 0,1767 0,1693  0,1345
0,1589  0,2182  0,2920 | 0,3221 0,3532  0,3987 | 0,773  0,1725  0,1493
0,1472  0,1931  0,2659 | 0,3152 0,3414 0,3832 | 0,1778  0,1749  0,1608
0,1354  0,1704  0,2352 | 0,3081  0,3288  0,3641 | 0,1781  0,1767  0,1693
0,1235 0,1472  0,1931 | 0,3008  0,3152  0,3414 0,1783  0,1778  0,1749
0,1115  0,1235  0,1472 | 0,2933  0,3008  0,3152 | 0,1782 0,1783 0,1778
0,0994  0,0994  0,0994 | 0,2856  0,2856  0,2856 | 0,1781  0,1781 0,1781

Sachant que o = 0 est optimal lorsqu’il y a un écart important entre les
salaires des individus, de nouvelles simulations ont été calculées en maintenant
cette valeur de a.. Dans le tableau (4.3), 8 scénarios permettent d’identifier le 7

qui maximise 1'utilité sociale.

Les résultats surlignés correspondent a l'arrangement de (5, 7) qui maxi-
mise 1'utilité pour chaque scénario. On remarque que pour des niveaux de 3 plus
faibles dans la société, 7* devrait étre plus élevé. Encore une fois, ces résultats sont
conformes a ceux de Cremer et al. (2007) qui concluaient que « le taux de taxation
sur le salaire doit étre plus élevé pour les individus myopes afin de compenser pour

leur consommation future trop faible. »
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Tableau 4.3 — Bien-étre social : 7 optimal

-
01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
0,3]-0,02 2,35 340 4,05 4,49 481 5,03 5,157 4,96 4,40
04319 399 449 486 512 532 546 553 541 4,96
05| 3,86 448 489 519 542 558 569 5,76 562 524
0,6 | 4,15 470 509 538 559 574 585 58 569 533
Bloz| 498 481 520 548 569 584 WBOI 584 564 526
0,8 | 432 485 536 552 573 581" 580 570 546 5,02
09| 430 484 520 543 557 | 562 558 544 5,15 4,60
1| 419 468 501 522 533 536 529 510 4,74 4,05

o =

Les résultats généraux sont également conformes aux conclusions de Bassi
(2008) qui affirme que pour réduire les effets des préférences quasi-hyperboliques
et transférer des ressources vers les périodes futures, le seul moyen est d’accroitre
la taille du systéme de retraite public (c’est-a-dire 7% plus élevé) afin de réduire
la consommation de la période 1 qui est trop grande. Le planificateur social peut
atteindre I'optimum de bien-étre social avec o = 0 et 7 qui décroit avec (3, c’est-
a-dire un systéme de retraite purement beveridgien et un taux de taxation qui
augmente avec l'irrationnalité de la population. Pour les individus irrationnels,
le role de la taxe est la redistribution entre les retraités. Plus les individus sont
rationnels, moins la contrainte a I’épargne doit étre forte. Toutefois, le planificateur
maximise le bien-étre social grace a la redistribution et c¢’est pourquoi 7 ne tombe
pas & 0. Les niveaux de bien-étre social W* et leurs Z; correspondants pour chaque

S lorsque o = 0 sont détaillés dans le tableau (4.4).

4.5 Robustesse des résultats

Pour obtenir les graphiques et les tableaux finaux, I'exercice a été effectué
pour les valeurs de 5, o et 7 de 0 & 1 par bonds 0,1 sur toutes les variables

aux périodes 1 et 2, confirmant que les résultats sont robustes aux différentes
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Tableau 4.4 — Niveaux de bien-étre social : 4ge de retraite associé

3 T o Wr Zw)  Z@w)
0,3 0,8 0.0 9,15 0,61 1,00
0,4 0,8 0.0 5,93 0,66 1,00
0,5 0,8 0.0 5,76 0,65 1,00
0,6 0,8 0.0 5,88 0,59 0,96
0,7 0,7 0.0 5,92 0,49 0,96
0,8 0,6 0.0 5,81 0,37 0,90
0,9 0,6 0.0 5,62 0,23 0,74
1 0,6 0.0 9,36 0,11 0,59

valeurs de ces 3 variables. Puisque les résultats sont indéterminés avec g = 0,

la valeur minimale retenue est de 0,3. Le seuil a été établi a 0,3 car sous cette

valeur, il est difficile voire impossible d’effectuer les simulations avec le programme

Mathematica. Pour les graphiques, les valeurs de taux de taxation 7 réalistes ont

été retenues (0,2 et 0,4).



CONCLUSION

Strotz (1956) fut le premier & introduire le concept de myopie temporelle en
sciences économiques et plusieurs modéles subséquents ont permis d’approfondir la
question de I'incohérence temporelle. Parmi ceux-ci, les modéles de Laibson (1997),
Diamond et Koszegi (2003) et Cremer et al. (2007) qui ont servi de fondement

pour notre modeéle de préférences quasi-hyperboliques a trois périodes.

Dans notre modéle, I'individu devait choisir son age de retraite optimal,
contrairement au choix dichotomique (retraite ou travail en 2¢ période) de Dia-
mond et Koszegi (2003). En période 1, plus l'individu ¢ a des préférences quasi-
hyperboliques faibles, moins il souhaite travailler (le mécanisme sous-jacent étant
qu’il sous-estime la désutilité du travail). L’'individu ¢ souhaitera moins travailler
(Z; diminue) également quand le systéme de retraite public devient plus distribu-
tif (o diminue) ou lorsque le taux de taxation est plus élevé (7 augmente). Pour
I'individu ¢ dont les préférences quasi-hyperboliques sont plus faibles, la consom-
mation en période 2 augmente, au détriment de sa consommation présente. De la
méme maniere que son estimation de la désutilité du travail est moins erronée,
son estimation de la valeur de la consommation future I'est également. L’individu
au revenu sous la moyenne (w) consomme plus (C,, de chaque période augmente)
lorsque le systéme de retraite public devient plus distributif (o diminue) ou lorsque
le taux de taxation est plus élevé (7 augmente). Cet individu pourra se fier sur
la générosité du systéme de retraite pour obtenir un revenu plus élevé qu’avec
uniquement son salaire qui est sous la moyenne, et vice versa pour 'individu dont

le salaire est au-dessus de la moyenne ().
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En période 2, alors que cette période n’est plus sujette a une actualisation
sous-estimée, 'individu ¢ choisit de travailler plus lorsqu’il est trés irrationnel et
moins lorsqu’il est peu irrationnel (comme en période 1). Quand le facteur de
myopie est petit, 'individu ¢ préfére prolonger sa période de travail et consommer
C, plus longtemps, malgré la désutilité du travail. Lorsque le facteur de myopie
est grand, l'individu ¢ prend suffisamment en compte 'importance de la période
3 et devance sa retraite. Cette relation est la méme qu’en période 1 avec une
intuition différente. Pour la consommation en période 2, on observe également
une relation avec S qui s’inverse selon le niveau du facteur de myopie. Lorsque
est petit, Cy est croissant en 3, comme C; en période 1. Lorsque 3 est grand, Cs

est décroissant en 3, car les effets indirects de Z et du choix non optimal de C

en période 1 'emportent.

Meéme si dans plusieurs cas, les relations entre § et 1’age de retraite sont
les mémes en période 1 ou 2 pour des raisons différentes, il y a néanmoins des
changements de décision entre les deux périodes. L’age de retraite et la consom-
mation qui semblaient optimaux en période 1 ne sont plus les mémes en période 2
si 'individu a des préférences quasi-hyperboliques. Méme s’il n’y a plus de facteur
de myopie qui pondére le choix d’age de retraite en période 2, un écart demeure
avec le choix d’age de retraite optimal d’un individu rationnel (8 = 1). Lorsque
I'individu aux préférences quasi-hyperboliques fait son choix en période 2, il a
déja consommé C et n’a pas encore consommé Cf3, deux variables sujettes a ses
préférences hyperboliques, ce qui explique que I'individu ne peut pas totalement
corriger ses décisions. En fonction du facteur de myopie, du facteur bismarckien
et du taux de taxation, les variables augmentent ou diminuent d’une période a

I’autre, mais convergent toutes vers 0 lorsque [ tend vers 1.

Au cours des deux périodes, 'individu a donc expérimenté différentes préfé-

rences et différentes fonctions d’utilité qui pouvaient comporter des biais, d’ott un
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décalage avec ses véritables préférences. Ex ante, 'individu détermine ses choix se-
lon son utilité de décision (decision utility), 1'utilité qu’il croit pouvoir tirer de ses
décisions. Par la suite, l'individu est confronté a 'utilité effective (ezperienced uti-
lity), celle qu’il obtient réellement suite aux décisions qu’il a prises. Une différence
entre ces deux utilités soutient I'idée qu’il prend des décisions erronées basées sur
une mauvaise interprétation de ses propres préférences. En sous-estimant ['utilité
de la consommation future et de la désutilité du travail future, il crée une dis-
torsion dans son jugement qui l'améne a vouloir changer sa décision lorsqu’il se

rapproche dans le temps de ’événement.

Tel que proposé par Holmes (2009), l'individu aux préférences hyperbo-
liques ne maintiendra pas nécessairement ses choix entre les périodes 1 et 2 en
présence d'un systéme de retraite public. Toutefois, la présence d’un tel systéme
permet au gouvernement de choisir des parameétres qui maximiseront le bien-étre
social étant donné les biais comportementaux des agents composant la société.
Pour le facteur bismarckien («), le choix optimal du planificateur social pour
maximiser ['utilité collective est un systéme purement distributif. Les choix de
I'individu sont moins sensibles au choix du taux de taxation (7). Néanmoins, le
planificateur social doit accroitre le taux de taxation plus les individus qui com-
posent la société sont irrationnels. Ces résultats sont conformes avec la littérature
(Cremer et al. 2007). La combinaison (a*, 7*) du planificateur social permet
d’atteindre un niveau de bien-étre social supérieur a celui ou il n’y a aucune in-

tervention étatique, une situation qui serait équivalente au cas ou @ = 1 et 7 = 0.



ANNEXE A

PREUVES ET CAS PARTICULIERS

Al Cas général

Reprenant les conditions de premier ordre du cas général du modéle ex

post :
Z. -
a~£ — = : - )\ZZ - O, (Al)
0Cy Oy
1- 2 .
8~£ :6( - ) - AM1-2) =0, (A.2)
003, Cs;
aag = ln(ézl) — Bln(égl) — 21 — )\égl + )\031 + )\wl(l — T+ TOé) = O, (A3)
oL - - 5= ~
I ZCy%+ (1= 2)Cs —wi(1 =7)(Z,+1) + Cy;
—7law(Zi + 1)+ (1 — oz)EwZ] = 0. (A.4)
Depuis (A.1) et (A.2)
BCo; = Cs;, (A.5)
et
L (A6)
Coi ‘

Nous reprenons ces deux derniéres équations et (A.3) afin d’isoler Cy; :



wi(l =7+ 71a)
Co

Pour simplifier, il s’agit de la forme

In(z) + =

_:y
i

D’ot la nécessité de résoudre numériquement.

= Z+1— B+ pIn(p).
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(A.8)
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A2 Casa=0

Période 1 (ez ante)

Fonction d’utilité :

Us = In(Chy) + BZin(Ca) + B(1 — Z)In(Cyi) — Bu(Zy). (A.9)

Contrainte budgétaire :

Fonction de pension de retraite :

p(w;) = T{EwZ}. (A.11)

L’individu résout le probléme suivant :

sujet a la contrainte :
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Conditions de premier ordre suivantes du Lagrangien :

aaci = clh. —2=0 (A.14)
a%ii - ﬁcf —AZi=0, (A.15)
;éi = B(lc_gizi) —AM1-2;) =0, (A.16)
882 = BIn(Cy) — BIn(Cs;) — BZ; — ACo;i + ACs; 4+ dwi(1 —7) =0, (A.17)
g—f = Ci+ Zi0y + (1= Z))C —wi(1 = 7)(Z; + 1) = T[m} = 0. (A.18)

Nous obtenons :

et :
Cui(l+8) —TEwZ - w;i(1 — 7'). (A.20)
wz(l — T) BC’M
L’équation est quadratique, donc :
_ — 2
TEw TEw 148
e R \/[wgf) + 1} +42E lw(1 —7)
C* = , A.21
_ I 2
TEw TEw 148
[w(lf) +1+ \/[w(Elf) + 1} + 4% w(l—71)
Cy=C5 =10 (A.22)

2(1+ )
La fonction de choix de départ a la retraite en période 1 est donnée par :

Z* — 2(1 + P) . (A.23)

’ — — 2
B [;(;"f) +1+4 \/[;{?i + 1} +4128
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Taux marginal de substitution ez ante

A partir du nowveau lagrangien de ce cas particulier, nous pouvons recal-
culer les TMS de la section (3.1.2) et nous obtenons les mémes TMS que dans le

cas général :

78U¢/3C’1,~ B 1/C%; B

)

ou;/0Cy  Zr/C5 2 (A.25)

TMScy cp) = - N
S(Cni.C30) oU;/0Cs — (1—23)/Cy 1= ZF

TMS iz c.) = —
(Z1:Co0) oU; /9Cs; (1-27)/C5 1-27
(A.26)
Analyse de statique comparative :
0<a<l,0<f<1,0<7<1],0<w,0< EwZ.
Premiére dérivée -
acr A+
L= ) A2
Ow D (4.27)
A=pB(1—7), (A.28)
B = (1 — 1)(4wT — 4w + bwpT — bwp — EwZ5T), (A.29)
C = \/B(4w2(1 +B) (1 —1)2 4 f(w(t — 1) — EwZT)?), (A.30)

D =28(1+p). (A.31)



A—=1>71:
A > 0.
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(A.32)

B — termes négatifs qui sont multipliés par un autre terme négatif :

B = (r —1)(4wT — 4w + 5wpT — 5wB —EwZHT) > 0
N—— ~ ~~ ———

C — termes négatifs au carré :

C > 0.

D — termes positifs :

D > 0.

ow D+ >0
Deuxiéme dérivée
oc: _ BG
ap H
E=w(l-71),
4 FwZTt
F=y4/4+—= 1 2
it aa—a)
4(1 + ﬁ)
= — — 201+ F
G B (1+F+

(A.33)

(A.34)

(A.35)

(A.36)

(A.37)

(A.38)

(A.39)

(A.40)

(A.41)



E—1>71:
E > 0.

F—=1>7:
F >0.

G — soustraction de termes positifs :

414 5)

62F+
——

G=—

21+ F"+

+

H — somme de termes positifs :

H > 0.
oCt B EtG— -
o H+
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(A.42)

(A.43)

(A.44)

(A.45)

(A.46)

Tout comme pour les TMS, les résultats de statique comparative sont les

mémes que dans le cas général.
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Période 2 (ex post)

Fonction d’utilité :

La contrainte budgétaire et la fonction de prestation de retraite p de 'in-

dividu w; sont :

éié’% + (1 — 22)031 = wz(l — T)(l + 21;1> -+ p(wz) — CM (A48>
et

p(wi) = T{EwZ}. (A.49)

Conditions de premier ordre suivantes du Lagrangien :

oL Z;

==& "Ma=0, (A.50)
8021' C2i
1- 2 N
oL _ 6( ) _ M1—Z;) =0, (A.51)
8031' Cgi
a&g = ln(ém‘) - ﬂln(égl) — él — )\égl' + )\6'31- + )\wi(l — 7—) =0, (A.52)
g_f = ZiCoi+ (1= 2)Cs —wi(1 = 7)(Zi + 1) + Cpy = TEWZ = 0. (A.53)

Depuis les conditions de premier ordre :

BCy = Cs;, (A.54)
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et
ln(ém) - ﬁln(égz) — 21 — )\égz + Aégz + /\wz(l - 7') = O, <A55>

nous obtenons

n(@)(1 - 8)+ =T _ 14 2 By pin(s). (A.56)

27

1l s’agit encore de la forme

In(z) + i Y. (A.57)

T

Taux marginal de substitution ex post

Comme pour le modele ex ante, nous pouvons recalculer les TMS du cas

général et nous obtenons également les mémes TMS que dans le cas général :

*

_ an/@é% _ 21*/051 - Z~z
oU;J0Cs (1 — Z7)/Coi* 1= Z

TMS, ¢ (A.58)

*

TMS. - - — oU;/02;  In(Cs;) — BIn(Cy;) — Z;

(Z2:,C3i) — 8U1/<9C~'3@ B (1 _ Z~z*)/é§z 1-— Z~Z
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A3 Cas a = 0 et w; homogenes

Période 1 (ez ante)
Partons de la partie distributive de la fonction de pension :
Si w=w alors Z = Z donc

o7 — 1+2)w+(1+2)w

A.
: (A.60)
devient
FwZ = w[(l +2) —g (1+ Z)], (A.61)
FwZ =w(l+ Z). (A.62)
L’individu résout le probléme suivant :
. 12{[2% zU = In(Ch) + BZIn(Cy) + B(1 — Z)In(Cs) — fu(2), (A.63)
sujet a la contrainte :
Cit 20+ (1-2)Cs=w(l—7)(Z+1)+7 [w(l + Z)} . (A.64)

Contrainte simplifiée :

O+ 20+ (1 2)Cs = w(l + 2). (A.65)



Conditions de premier ordre suivantes du Lagrangien :

oL 1
oo o MY

oL  BEZ B

90, = ¢ AE=0,

oL B(1-2) B

o=~ A=2)=0

oL
%:ﬂZTL(OQ)_Bln(C;;)—52—)\02+)\03+/\w:0,
g—f:01+202+(1—2)03—w(z+1):o.

Nous obtenons :

BC, = Cy = Cy.

Equation (A.69) :

BIn(Cy) — BIn(Cy) — BZ — ACs + ACs + Iw = 0,

Equation (A.70) :

GaA+p) | _ 4
w
Nous obtenons :
Cl(l + 6) . w

W BCI
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(A.66)
(A.67)
(A.68)

(A.69)

(A.70)

(A.71)

(A.72)

(A.73)

(A.74)

(A.75)

(A.76)
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‘ dl_w
Ci= |1+ 5+6 20+ 5) (A.77)
1
Ci=Ci=F|1+,[5+ ﬁ. (A.78)
P e ) (A.79)

B

1+,/5+3

Méme résultat que pour le cas o = 1 et donc méme TMS. Autrement dit,

un systeme purement contributif méne aux méme choir qu’un systéeme purement

distributif dans une société avec salaires homogéne.

Période 2 (ez post)

Fonction d’utilité :

U = ZIn(Cy) + B(1 — 2)In(Cs) — v(Z). (A.80)

La contrainte budgétaire et la fonction de prestation de retraite p de 'in-

dividu w :

20y +(1-2)C5 =w(l —1)(1+ 2) + p(w) — C4 (A.81)

et
pw) = T{EwZ} = tw(l + 2). (A.82)
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Tel que vu précédemment :

FuZ =w(l+ 2). (A.83)

Conditions de premier ordre suivantes du Lagrangien :

oL  Z

= - )\Z=0, (A.84)
oCy  Cy
oL (1-2) .

- L _\N1-2)=0, A.85
G B & ( ) (A.85)
% = In(Cy) — BIn(Cs) — Z — MNCy + MCs5 + Aw = 0, (A.86)
g—f = ZC+(1—-2)Cs—w(l+2)+C, =0. (A.87)

Depuis les conditions de premier ordre :

Bég - 03, (A88)
et

In(Cy) — BIn(Cs) — Z — ACy + ACs 4+ Aw = 0, (A.89)

nous obtenons :
In(Co)(1 — B) + g —Z+1-B+BIn(B). (A.90)

2
1l s’agit encore de la forme

In(z) + % —y. (A.91)

Nous arrivons au méme probleme.



ANNEXE B

PROGRAMME MATHEMATICA

(***definitions™***)

u[x | :=Log[z + 1]

olz_] =5

assum = {cl > 0,c21 > 0,¢31 > 0,¢22 >0,¢32 >0,0<z1 <1,0< 221 < 1,0 <
722 < 1};

(prsripesiicosss PROBLEMEPERIODEL %)

eq0 = u/[cl] — A;

eql = fu'[c2] — A;

eq2 = —pv'[zl] + Aw(l —7(1 — a));
eq3=(1—-a)b+w(l—7(1—-a))(1+2l)—cl—c2;

Simplify[Solve[{eq0 == 0,eql == 0,eq2 == 0,eq3 == 0}, {cl, 2,21, \}]]

{{cl — m (b8 + wp — baf — 2% — wBT + waPT
+/B A1+ 8) 1+ (—1+a)7)2 + B2+ b+w — ba — wr + wozT)Q)) )
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c2 — (1+5)( 2+ b8+ wp — baf — wphT + waPT
+v/8 (dw?( 1*5)(1+(—1+Oé)7')2+ﬁ(2+b+w—ba—w7+war)2)),

++/ 8 (dw?( 1‘1‘6)(1‘1'( 1+ a)7r)? —|—ﬂ(2—|—b+w—ba—u)T—f—wozT)Q))7

)\—)m( Qﬁ—bﬁ wﬁ+baﬂ+wﬁ7—wa57
++/B (4w (1 + B)(1 + (-1 4 a)7)? +ﬂ(2+b+w—ba—w7+wa7)2))},

{cl — —m (=bB —whB + baf + 2% + whT — waBT
+/BAw2(1+8)(1+ (-1 +a)7)2 + B2+ b+ w — ba — wr + wa7)2)> ,

2 — — (1+,8( —bB —wp + bapf + whT — wapfT
+/B w1+ B)(1 + (1 + a)7)? +5(2+b+w—ba—w+wm)z)),

zl = m@ﬁ + b6+ wph — baf —whT + wafT

+/8 (4w (1 + B)(1 + (=1 + a)7)? +5(2—|—b+w—ba—w7—|—w0ﬁ)2)),

A— —m@ﬁ + b6 +wph — baf — whT + walST
++/B(Auw2(1+B8) 1+ (-1 + a)7)2 + B2 + b+ w — ba — wT + war)2)>}}

(***cl]f_,a ,7_,w_,b |:
_ fbﬁfw5+baﬁ+2,82+w,87'7w04,37'+\/5(4w2(1+B)(1+(71+a)T)2+B(2+b+w7ba7w‘r+wa7')2) ***>
28(1+8)

(***cl[1,0.5,0.5, 1, b|solutionnegative***)

clf_,a_,7_,w_.,b_] Z:m (bB + wfB — baf — 23? — whT + waBT+
VB A1+ B8) 1+ (=1+a)7)* + B2+ b+ w — ba — wr + war)?)))



90

218 _,a_,7 ,w_,b | :=(=28—-08—wpl + bal +wht —wapt +
V(B @1+ B)(1+ (=1 + a)r)? + B2 + b+ w — ba — wr + war)?)))/ Qw1+
(=14 a)71))

c2c3[f_,a 7 _,w_.,b | ::m(—Q + 0B + wp — baf — whT + waPT +

VB AP+ B8) 1+ (=1+a)7)* + B2+ b+ w — ba — wr + war)?)))

(***************PROBLEMEPERIODE2 >l<>|<>l<)

(R ants T = 1, w = 10%F%)

a=0.1;

T=0.5;

wl =1;

w2 = 10;

8 =0.5;

(ks CPOAGENT] %)

eqd = u'[c21] — ul;

eqb = fu'[c31] — pul;

eq6 = uf[c21] — fuc3l] — v'[z21] + pl(wl(l — 7(1 — o)) + ¢31 — c21);
eq7 = 7z21c21 + (1 — z21)e31 —wl(l — 7)(z21 4+ 1) + cl[B, a, T, w1, D]
—rtawl(l+221) — (1 — a)b;

(FrrRres . CPOAGENT?2 *%%)
eq8 = u/[c22] — u2;
eq9 = fu'[c32] — p2;
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eql0 = u[c22] — fulc32] — v'[222] + p2(w2(1 — 7(1 — a)) + ¢32 — c22);

eqll = (1+a)b—cl[B, o, 7, w2, b|+w2(1+222)(1—7(1—)) —222c22— (1 —222)c32;
eql2 = b — s7(wl(1 + 221) 4+ w2(1 + 222));

Sol = FindRoot[{eq4 == 0,eqb == 0,eqb6 == 0,eq7 == 0,eq8 == 0,

eq9 == 0,eql0 == 0,eqll == 0,eql2 == 0},

{{c21,2}, {c31, 1}, {z21,0.6}, {11, 0.3}, {c22, 7}, {c32, 3}, {222, 2}, {12, 0.1}, {b, T}}]

bl = b/.Sol;

z21 = 7z21/.Sol;
722 = 722/.Sol;
c21 = ¢21/.Sol;
c31 = ¢31/.Sol;
€22 = ¢22/.Sol;
32 = ¢32/.Sol;

z1[B8, a, T, w1, bl]
715, o, 7, w2, bl]
cl[B, a, T, wl, bl]
cl[B, a, T, w2, bl]
c2¢3(B, a, 7, wl, bl]
c2c3(B, a, 7, w2, bl]



ANNEXE C

STATIQUE COMPARATIVE : FORMULES DES DERIVEES

Formules des dérivées partielles (4.1), (4.2), (4.3), (4.4) et démonstrations.

1. Formule pour w; (4.1)

02, A [B-C|

dw; ~ C DT (2w)r
2. Formule pour § (4.2)
0Z; D+
= ————<0.
s prC+

3. Formule pour « (4.3)

0%, _ B -B+CIY
da  CTFT ‘

4. Formule pour 7 (4.4)

0z, G [-B+Cl*
or  CFF+ '

(C.1)

(C.3)



Démonstrations 0 < a <1, 0< < 1,0<7<1,0<w,0< EwZ.

A=7FEwZ(a—1),

B=B(tEwZ —TEwZa 4+ w — wT + war),
C = /B + B =7+ arP + (- D)

D=w(l—-7+710q),
E=1E0Z,
F=2u(1—71+ar)?

G=FwZ(a—1).

A—=sa<l:
A <0.

B — tEwZ >1TEwZa et w > wr

B > 0.

C— e+ (=B)2ouc=pA*1+B)(1-7+ar)>>0:

C > 0.

(B—C)— B</c+ (—B)%

B—-+/C+(-B)?<0.
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a2 aaa
~N o Ot

—_
oS ©
~— — ~—  ~— S~ ~— =

a a
o
-

(C.12)

(C.13)

(C.14)

(C.15)
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(-B+C) — —B < \/c+ (—B)%

—B++C+(—=B)?>0. (C.16)
D—1>r71:
D > 0. (C.17)

E — somme et multiplication de nombres positifs :

E>0. (C.18)

F— 1> 71 etaucarré:

F>0. (C.19)

G—a<l:
G <0. (C.20)
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